Harmonia nie tkwi w liczbach'.
O pitagorejczykach, strojach
i zgodnych wspo6lbrzmieniach

Krzysztof Guczalski

I. Wprowadzenie

Wedtug legendy 2500-letnia tradycja postrzegania zwigzku pomie-
dzy muzyka a matematyka, czy tez muzyka a liczba, jako czego$ szcze-
gblnie istotnego i glebokiego ma swe zrédto w przypadkowej prze-
chadzce Pitagorasa nieopodal kuzni.

Cho¢ 2500 lat to niewatpliwie duzo, warto zaznaczy¢, ze istnieje
skojarzenie z muzykg jeszcze bardziej pradawne i powszechne, mia-
nowicie to, ktére wigze ja z emocjami. Skad mozemy wiedzie¢, ze
jest ono bardziej dlugowieczne? Ot6z skojarzenie pomiedzy muzyka
a emocjami wystepuje wlasciwie we wszystkich kulturach, réwniez
w takich, ktére nazywamy pierwotnymi i ktére sg oparte wytacznie
na tradycji oralnej?. Mozna zatem domniemywac, ze obecne byto réw-
niez w kulturach prehistorycznych, kiedy muzyka rozwijala sie jeszcze
tylko na podstawie tradycji oralnych. Natomiast powigzanie muzyki
z matematyka niewatpliwie nalezy do tradycji uczonych, zaawanso-
wanych i wymaga wysokiego poziomu refleksji na temat muzyki. Jego
pojawienie sie bylo mozliwe dopiero dzieki pewnym odkryciom na
temat dzwiekow. Ot6z wedlug wspomnianej legendy Pitagoras prze-
chodzac obok kuzni mial zwréci¢ uwage na wspétbrzmienia mlotéw
kowalskich. Niektére z nich brzmiaty harmonijnie i zgodnie, niektére
wrecz przeciwnie — ostro i niezgodnie. Mialo to sktoni¢ Pitagorasa do
proby odpowiedzi na pytanie, z czego wynikaja réznice. Z podjetych
badan wyniklo stynne odkrycie, ze wspétbrzmienia zgodne, harmonij-
ne charakteryzuja sie prostymi stosunkami liczbowymi odnoszacymi

1 Powyzszy tytul jest w pewnym sensie polemika z tytutem — ale jedynie z tytutem
(por. przypis 11) — niedawno wydanej, popularnej ksigzki pt. Harmonia tkwi w licz-
bach. Muzyka i matematyka, ktérej autorami sg Javier Arbonés i Pablo Milrud, War-
szawa 2014.

2 Por. np. Piotr Podlipniak, Uniwersalia muzyczne, Poznan 2007, s. 179 oraz 187n.
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sie do obiektéw wydajacych dzwieki — istotna byta wiec na przyktad
waga mlotéw kowalskich i ich proporcja, ale nie sita uderzenia. Gdy
badania te zostaly odniesione do strun réznej dtugosci, a tej same;j
grubosci i réwno naprezonych, proporcje te przybraly szczegélnie
prosta forme: 2 :1,3:2,4: 3.

Jest empirycznie potwierdzonym faktem, ze wsp6tbrzmienie cha-
rakteryzujace sie najprostszg proporcja 2 : 1, ktére nazywamy oktawa,
jest tak dalece zgodne, ze okolo 75% ludzi bez profesjonalnego wy-
ksztalcenia muzycznego na pytanie ,Ile Pan/Pani styszy dzwiekéw?”
odpowiada: ,Jeden”. W odniesieniu do wspétbrzmienia, ktére charak-
teryzuje sie proporcjg 3 : 2 (kwinta), ciagle jeszcze okolo 50% oséb
odpowiada, ze styszy jeden dzwigk®.

Czy faktycznie wynika stad, Zze muzyka ma jakis szczegélny, gtebo-
ki zwigzek z matematyka, liczbg i proporcjami? Zdania na ten temat
sg podzielone. OdpowiedZz pozytywna jest jadrem tradycji pitagorej-
skiej, ktéra byta w kulturze europejskiej bardzo silna, najsilniejsza
w Sredniowieczu, ale znajdujaca swoich obroncéw — lub przynajmnie;j
sympatykéw — w kazdej epoce, takze wspélczesnie. Sam fakt publi-
kacji niniejszego tomu jest tego widomym przejawem. Z drugiej stro-
ny pojawialy sie tez glosy sceptyczne. Tytutem przyktadu zestawmy
jedynie dwie wyraziste wypowiedzi. Pierwsza to stynne stwierdze-
nie Leibniza, Ze ,muzyka jest ukrytym éwiczeniem arytmetycznym,
w ktérym dusza nie wie, ze liczy”4. W innym za$ miejscu znajdujemy
jeszcze takie, bardziej rozbudowane, sformutowanie:

Muzyka nas urzeka, mimo Ze jej piekno polega tylko na zgodnosci liczb
ina rachubie, ktérej sobie nie uprzytamniamy, a ktérej dusza nie przestaje
prowadzié, to znaczy rachubie zachodzacych z pewnymi przerwami ude-
rzen i drgan ciat wydajacych dzwieki®.

W calkiem przeciwnym duchu wypowiada sie¢ Eduard Hanslick,
slynny XIX-wieczny austriacki krytyk muzyczny i by¢ moze najcze-
$ciej cytowany estetyk muzyki w dziejach. Jego rozprawa O pigknie
w muzyce, ktéra ukazala sie w 1854 roku, jest fundamentem i po-
czatkiem nowoczesnej estetyki muzycznej. W tymze dziele Hanslick
stwierdza:

3 Tak wynika z ustalen Carla Stumpfa (1848-1936), niemieckiego psychologa i teore-
tyka muzyki. Por. np. Encyklopedia muzyki, red. Andrzej Chodkowski, Warszawa
1995, hasta ,Konsonans”, s. 460 oraz ,Stopliwo$¢ dzwiekéw”, s. 846.

4  ,Musica est exercitium arithmeticae occultum nescientis se numerare animi.” Got-
tfried Wilhelm Leibniz, Epistolae ad diversos, List 154 do Christiana Goldbacha
z kwietnia 1712, [w]: Philosophische Werke, red. Ernst Cassirer, Lipsk 19086, t. II,
s. 132.

%))

Gottfried Wilhelm Leibniz, Zasady natury i faski oparte na rozumie, przet. Stani-
staw Cichowicz, [w]: Wyznanie wiary filozofa, Warszawa 1969, s. 293.
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(...) muzyczne piekno i z matematyka nie ma réwniez nic do czynienia.
(...) w utworze muzycznym, najlepszym czy najlichszym, nie znajdziemy
nic obliczonego za pomoca matematyki. Twory fantazji nie sg przyktadami
rachunkowymi®.

I1. Teoria pitagorejska

Aby przyblizy¢ sie do rozstrzygniecia tego sporu, trzeba uswia-
domi¢ sobie, co wlasciwie jest jego przedmiotem. W tym celu warto
wroci¢ do Pitagorejczykéw i przypomnied, ze ich ambicje byty daleko
wieksze niz sama konstatacja prostej prawidlowosci, iz np. proporcja
2 :1 odpowiada zgodnemu wspélbrzmieniu. Sednem doktryny pitago-
rejskiej, tak jak sie ja typowo przedstawia, jest teza, ze liczba stanowi
pierwszg zasade bytu. Mozna sobie wyobrazié, ze jedna z inspiracji
do takiego pogladu mogly by¢ opisane powyzej odkrycia akustyczne,
ktore zapewne musialy wywrze¢ na pitagorejczykach spore wrazenie.
Bowiem po jednej stronie mamy co$, co mozna w dzisiejszym jezyku
nazwaé przyjemnos$cia estetycznag — mianowicie poczucie zgodnego
i harmonijnego wspélbrzmienia dwéch dzwiekdéw — a wiec rzecz, mo-
globy sie wydawac, ulotng i subiektywna. I jesli nagle okazato sie, ze
co$ tak trudno uchwytnego udaje sie wyjasni¢ w spos6b caltkowicie
jednoznaczny za pomocg prostych liczb, moglo to doda¢ pitagorej-
czykom odwagi’, aby sadzi¢, ze w ogéle caly §wiat, caly byt mozna
wyjasni¢ za pomocg liczb i proporcji. To wlasnie jest sedno doktryny
pitagorejskiej, ktére czesto bywa ujmowane w formie nastepujacych,
zwiezlych sentencji:

Co jest najmadrzejsze? Liczba.
Co jest najpiekniejsze? Harmonia.
Czym jest caly §wiat? Liczbg i harmonia®.

Pitagorejczycy mieli przy tym okreslone wyobrazenie, jakie liczby
wyrazajg owg uniwersalng harmonie. To te, ktére sg zawarte w ma-
gicznej figurze pitagorejczykow, tzw. tetraktysie:

6 Eduard Hanslick, O pigknie w muzyce, przel. Stanistaw Niewiadomski, Warszawa
1903, s. 107-109.

7 Aich osiagniecia na polu geometrii moglty by¢ druga, réwnoleglg inspiracja.

8 Ta tradycyjnie powtarzana formula nie jest chyba oryginalnym sformulowaniem
Pitagorasa czy jego szkoly. Wydaje sie jednak, ze dobrze oddaje ona ducha trady-
cji pitagorejskiej. O jej popularnosci §wiadczy fakt, ze mozna jg znalez¢ na wielu
popularnych portalach edukacyjnych, m.in. www.math.edu.pl/liczby, www.serwis-
matematyczny.pl/static/st_liczby wstep.php.
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PRZYKEAD 1. PITAGOREJSKI TETRAKTYS.

To geometrycznie ukazana liczba 10 — uznawana za doskonatg —
przedstawiona jako suma: 1 + 2 + 3 + 4. Wlasnie te cztery liczby
— reprezentowane przez kolejne rzedy tréjkata — miaty uczestniczyé
we wszelkich idealnych harmoniach. W muzyce dajg one proporcje
2 : 1, czyli oktawe, 3: 2, tzn. kwinte oraz 4 : 3, tzn. kwarte (pozostate
proporcje nie daja juz nowych wsp6tbrzmien: 4 : 2 = 2 : 1 to znowu
oktawa, 4 : 1 to interwal dwéch oktaw).

W tym przypadku ta jednos¢ liczby i harmonii przejawia sie w naj-
bardziej egzemplaryczny, wyrazisty sposéb. Co ponadto ma by¢ za jej
pomoca wyjasnione? Po pierwsze, wedlug doktryny pitagorejskie;j,
ruchy planet i gwiazd, ktérych odleglosci i predkosci takze miatyby
podlega¢ zasadzie pozostawania w prostych — a przez to harmonij-
nych — proporcjach. Co wiecej, skoro dZzwiek bierze sie z ruchu (to
takze byto jednym z odkry¢ pitagorejczykéw), tak wiec i poruszajace
sie planety oraz gwiazdy rozbrzmiewajg harmonig sfer. Po drugie,
rowniez §wiat wewnetrzny, tzn. dusza ludzka jest swego rodzaju har-
monig czy tez zawiera w sobie harmonie — taka koncepcja obecna
byta nie tyko u pitagorejczykéw: byta w ogélnosci popularna w sta-
rozytnosci. Tak wiec muzyka poprzez swoje idealne proporcje i har-
monie z jednej strony odzwierciedla kosmos, z drugiej strony — har-
monig duszy ludzkiej; jest egzemplarycznym uciele$nieniem obu sfer
i niejako facznikiem migdzy nimi — symbolem ich jednosci: kosmosu
zewnetrznego i wewnetrznego. Muzyce przypada zatem nadzwyczaj
wyeksponowana, doniosta i wyrézniona pozycja. Taka jej koncepcja
jest czyms$ bardzo pociagajacym i trudno oprzec sie jej urokowi. Ale
juz Arystoteles z nig polemizowal, a $cislej méwiac, tylko z fragmen-
tem tej koncepcji, mianowicie z tezg o harmonijnych wspé6tbrzmie-
niach wytwarzanych przez poruszajace sie planety (sfery niebieskie).
W traktacie O niebie pisat:

Gdy slonce, ksiezyc oraz gwiazdy tak niestychanie liczne i olbrzymie po-

ruszaja sie z nadzwyczajna szybkoscia, jest niemozliwe — méwig — aby
nie wywolywaly dzwieku (...). Opierajac sie (...) na fakcie, ze predkosc
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gwiazd, ktéra zalezy od ich odleglosci, jest proporcjonalna do akordéw
muzycznych, twierdza, ze dzwiek wydawany przez ruch kolowy gwiazd
jest harmonijny. Poniewaz jednak wydaje sie czym$ anormalnym, Ze nie
slyszymy tego dzwigku, ttumacza ten fakt tym, ze dZwiek jest od naszego
urodzenia tuz przy nas, wskutek czego nie odr6zniamy go od jego przeci-
wienstwa — milczenia. (...) Takie wywody (...) wykazuja wyczucie podnio-
stosci (...); jest jednak niemozliwe, aby byty uzasadnione”.

Méwiac o ,,poczuciu podniostosci” — Arystoteles docenia atrakcyj-
nos¢ takiej teorii, lecz mimo to nie daje sig jej uwiesé. W dalszym wy-
wodzie zauwaza, ze dZwieki wytwarzane przez planety — ze wzgledu
na ich ogromne rozmiary i predkosci — bylyby tak glosne, iz, podobnie
jak dzwiek pioruna, ktéry potrafi roztrzaskiwaé kamienie, roztrza-
skatyby wszystko, co istnieje i w ogéle nic by sie nie ostalo. Mozna
powiedzie¢, ze Ziemia pod wplywem tego strasznego, kosmicznego
huku rozpadtaby sig na kawatki. A poniewaz Ziemia istnieje, to zna-
czy, ze zadnego tego rodzaju hatasu czy dzwieku nie ma.

Nie musimy rozstrzygac, czy ta argumentacja Arystotelesa jest
przekonujaca, cho¢ dzi$ pewnie sceptycznie — takze z innych powo-
déw — odnosimy sie do tezy o dZzwigkach wytwarzanych przez plane-
ty. Ale wydaje sie, ze teoria pitagorejska moze sig osta¢ nawet wow-
czas, gdy pominiemy te teze. Mozemy po prostu méwi¢ w bardziej
abstrakcyjny sposéb o prostych proporcjach liczbowych i twierdzié,
ze sg one wszedzie obecne i wyjasniajg r6zne dziedziny bytu, rézne
fragmenty uniwersum. W przypadku planet mozemy rozwaza¢ pro-
porcje pomiedzy ich predkosciami i odlegtoSciami wzajemnymi. Nie
musimy wykonywac kolejnego kroku i wnioskowaé o dzwigku zwia-
zanym z takimi proporcjami.

Natomiast catkowicie kluczowe dla podtrzymania doktryny pitago-
rejskiej jest twierdzenie, ze wszelkie istotne przejawy bytu — w szcze-
gblnosci ruchy sfer niebieskich i muzyka — dajg sie objasni¢ za pomoca
prostych (idealnych) proporcji liczbowych. Jesli chcieliby$my pomi-
naé to okreslenie i méwi¢ wytacznie o proporcjach liczbowych, cala
teoria zostataby pozbawiona jakiejkolwiek istotnej tresci. Wszak jakie$
proporcje liczbowe niczego nie wyrézniajg i niczego nie wyjasnia-
ja. Cokolwiek, nawet catkiem przypadkowe rzeczy, mozna pomierzy¢
i nastgpnie uzyskane liczby zestawi¢ w jakie$ proporcje. W szczeg6l-
nosci upadtoby wyjasnienie réznicy pomiedzy konsonansami i dy-
sonansami, pomiedzy wspétbrzmieniami zgodnymi i harmonijnymi
versus ostrymi i niezgodnymi (wszak jedne i drugie charakteryzujg sie
pewnymi proporcjami), a wigc wyjasnienie, na czym polega i jak sie
ttumaczy liczbowo harmonia. A to wlaénie wyjasnienie jest sednem
doktryny pitagorejskie;j.

9 Arystoteles, O niebie, przel. Pawel Siwek, Warszawa 1980, s. 78-79.
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III. Harmonia sfer i problemy z kalendarzem

Porzucajac zatem teze o dzwieczacej muzyce sfer, mozemy teraz
zadaé pytanie, czy teorig pitagorejska — méwiacg o idealnej harmo-
nii wyrazonej przez proste proporcje liczbowe — mozna podtrzymac
w odniesieniu do sfer niebieskich (ruchéw planet) i do muzyki.

Jesli chodzi o pierwsza dziedzine, wystarczy chocby jeden przy-
klad, aby rozwia¢ wszelkie ztudzenia: stosunek dtugosci obiegu Ziemi
wokot Stonca (tzn. roku astronomicznego) do dlugosci obrotu Ziemi
wokot wlasnej osi (tzn. jednej doby). 365 : 1 nie jest szczegdlnie prostg
proporcja. Gdybyz jednak mozna liczy¢ przynajmniej na taka propor-
cje! Jak wiadomo, juz w starozytnosci zorientowano sie, ze proporcja
ta jest blizsza 365,25 : 1 = 1461 : 4. Z tego powodu kalendarz julianski,
wprowadzony w roku 46 p.n.e. w miejsce wczeéniej obowigzujacego
sposobu liczenia czasu, przewidywat co cztery lata rok przestgpny
o dtugosci 366 dni. Lacznie wiec kazdy cykl czteroletni miat 1461 dni,
co odpowiadato powyzszej proporcji.

Jednak i ona okazala sie tylko kolejnym przyblizeniem. Bowiem
stopniowo, na przestrzeni wiekéw, kalendarz coraz bardziej oddalat
sie od pér roku. W XVI wieku réznica wynosila juz ponad 10 dni.
W roku 1582 bullg papieza Grzegorza XIII wprowadzony zostal ka-
lendarz gregorianski. R6zni sig on od julianiskiego wytgcznie sposo-
bem ustalania lat przestepnych. Sg to nadal lata podzielne przez 4,
z wyjatkiem tych podzielnych przez 100, a niepodzielnych przez 400.
Oznacza to, ze — inaczej niz w kalendarzu juliafiskim — nie byly prze-
stepnymi lata 1700, 1800 i 1900, natomiast przestepne pozostaly lata
1600 i 2000 (oraz oczywiscie wszystkie inne podzielne przez 4). Co
oznacza to dla odpowiedniej proporcji? Nalezy teraz wzig¢ pod uwage
okres 400 lat. W takim okresie w kalendarzu julianskim bytoby 100
lat przestepnych. W kalendarzu gregoriaiiskim — o 3 lata mniej, tzn.
97 lat. Wedlug kalendarza juliafiskiego 400 lat mialoby 100 x 1461
= 146 100 dni. Wg kalendarza gregorianiskiego o 3 dni mniej, tzn.
146 097 dni. Otrzymujemy zatem proporcje 146 097 (dni) : 400 (lat)
= 365,2425 : 1.

Jednak i ta proporcja jest tylko kolejng aproksymacja. Bowiem diu-
gos¢ roku wyrazona w dniach jest lepiej przyblizona liczba 365,2422.
Oznacza to, ze wedtug kalendarza, ktérego uzywamy, srednia dtugoséé
roku jest w przyblizeniu o 0,0003 dnia tzn. o ok. 26 sekund diuz-
sza niz roku astronomicznego. W konsekwencji nasz kalendarz sp6z-
nia sie o 1 dzien na przestrzeni okoto 3300 lat (juliafiski spdZniat sig
0 1 dzien na 128 lat). Za tyle mniej wiecej lat trzeba bedzie znowu po-
ming¢ jeden rok przestepny (by¢ moze bedzie mozna uznaé¢ rok 5000
za zwykly, a nie przestepny?). A proporcja w kalendarzu znowu sta-
nie sig mniej idealna, co tylko po raz kolejny pokaze, ze ta proporcja,
o ktéra naprawde chodzi — opisujaca ruchy planet (w tym wypadku
Ziemi) jest catkowicie, beznadziejnie nieregularna.
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IV. Muzyka - poszukiwanie stroju idealnego

Zwréémy sig teraz ku muzyce. Czy przynajmniej ona ttumaczy sie
prostymi proporcjami, o ktérych méwi doktryna pitagorejska? Ina-
czej mowigc, czy przynajmniej w jej zakresie mozna odnalez¢ idealnie
harmonijny system wspélbrzmien? Zaktadamy, ze konstrukcje syste-
mu rozpoczynamy od pewnego dzwieku, ktérego czestotliwosc! trak-
tujemy jako jednostke wyjSciowa i oznaczamy liczbg 1 (dla naszych
rozwazan jest obojetne czy ta jednostka to np. 200, 300 czy 440 her-
c6w). Wowczas dzwiek o oktawe wyzszy bedzie opisany przez liczbe
2 (dwukrotnos¢ czestotliwosci wyjsciowej), dZwiek o kwinte wyzszy
— przez liczbe 3/2 (trzy drugie) itd. W ten sposéb liczba okreslajaca
dany dzwiek bedzie jednoczeénie liczbg wyrazajaca jego proporcje do
dzwieku wyjsciowego, opisanego liczbg 1.

a) System pitagorejski

Pierwszym sposobem podejécia do konstrukcji idealnego syste-
mu dzwiekowego jest oparcie sie — wyjsciowo — wylgcznie na wyrdz-
nionych, idealnych wspétbrzmieniach pitagorejskich, tzn. oktawie
i kwincie (kwarta jest r6znicg oktawy i kwinty, tak wiec oparcie sie
na dwoch ostatnich pozwala nam uzyska¢ takze kwarte). Jesli zatem
konstrukcje systemu rozpoczynamy od dZzwieku opisanego liczbg 1,
powinniémy do niego wilaczy¢ takze harmonijnie z nim wsp6ibrz-
migce dzwieki 3/2 oraz 2, potozone odpowiednio o kwinte i oktawe
wyzej''. Ograniczenie sig do tych jedynie dzwiekéw (ewentualnie

10 Jako ze dzi$, jak wiadomo, rozumujemy raczej w kategoriach czestotliwosci, a nie
dlugosci struny, poniewaz ta pierwsza bardziej bezposrednio przynalezy do charak-
terystyki samego dzwieku, a nie przedmiotéw go wytwarzajgcych.

11 To, co teraz nastapi, to przedstawienie system6éw pitagorejskiego, naturalnego,
temperacji §redniotonowej i r6wnomiernej. Material ten przynalezy w zasadzie
do wiedzy encyklopedycznej, dlatego nie ma potrzeby, aby szczegétowo go doku-
mentowa¢ odniesieniami do literatury przedmiotu. W elementarnym zakresie in-
formacje na ten temat mozna znalez¢ chociazby w Encyklopedii muzyki, op. cit.,
hasta ,,System dzwiekowy”, s. 869-870 oraz ,Temperacja”, s. 896-897. Natomiast
w wersji znacznie szerszej i szczegétowej — w ksigzce Systemy i skale muzyczne
Mieczyslawa Drobnera, Krakéw 1982, zwlaszcza s. 33-37 (system pitagorejski),
s. 43-46 (system naturalny), s. 69-74 (temperacja Sredniotonowa i réwnomierna).
(Dzigkuje za te wskazéwke bibliograficzng anonimowemu recenzentowi mojego
artykulu). Znacznie nowsza ksigzka Marka Pilcha i Marka Toporowskiego Daw-
ne temperacje. Podstawy akustyczne i praktyczne wykorzystanie, Katowice 2014
jest w wigkszym stopniu zorientowana na praktyczne kwestie zwigzane ze stro-
jeniem instrumentéw. Takze wymieniona w przypisie 1 ksigzka Harmonia tkwi
w liczbach. Muzyka i matematyka przystepnie i kompetentnie przedstawia pod-
stawowe elementy doktryny pitagorejskiej oraz wyzwanie jakie stanowig dla
niej dylematy zwigzane z réznymi systemami strojenia (por. zwlaszcza s. 25).
Jednocze$nie nalezy podkreslic, ze celem niniejszego rozdziatu nie jest jakikolwiek
historycznie kompletny przeglad systemoéw i strojéw w réznych kulturach muzycz-
nych. Prezentowane przypomnienie wybranych informacji na ten temat ma sluzy¢
jedynie jako tlo i podstawa dla bardziej wiarygodnego zakwestionowania doktryny
pitagorejskiej w rozdziale V.
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powtérzonych o oktawe wyzej lub nizej) nie wystarczy naturalnie do
uktadania jakiejkolwiek satysfakcjonujacej muzyki. Kolejne dzwieki
mozemy jednak uzyskaé¢ poprzez odpowiednie kombinacje — doda-
wanie i odejmowanie — oktaw i kwint. W szczeg6lnosci mozemy wia-
czy¢ do systemu dzwiek o kwinte wyzszy od utworzonego wczeéniej
dzwieku 3/2. Jaki to dzwiek? W stosunku do dzwieku wyjsciowego,
opisanego liczba 1, bedzie to dzwiek uzyskany przez dwukrotny krok
o kwinte w goére: najpierw od 1 do 3/2, pézniej od 3/2 do dzwieku,
ktérego poszukujemy. Mozna zatem zada¢ ogé6lne pytanie, na czym
polega dodawanie interwatéw.

Jesli rozwazymy, w ogélnosci, trzy dzwieki o czestotliwosciach od-
powiednio F, F,, F, (przy czym zakladamy, Zze F, < F, <F,), wéwczas
mozemy powiedzie¢, ze interwat pomigdzy F, i F, jest sumg interwa-
6w od F, do F,iod F, do F,. Dwa ostatnie charakteryzuja sig propor-
cjami F, : F, = F/F oraz F, : F, = F/F,. Suma tych interwat6w, tzn.
interwat pomigdzy F, i F, - proporcja F, : F, = F /F . Latwo zauwazy¢,
ze

F/F, =F/JF, X FJF,

Oznacza to, ze suma dwdch interwaléw, to interwat charakteryzu-
jacy sie proporcja, ktéra jest iloczynem proporcji interwatéw sumo-
wanych. Inaczej méwiac, aby doda¢ dwa interwaty, nalezy pomnozy¢
charakteryzujace je proporcje.

Z kolei mozna zada¢ pytanie, jaki dZwiek otrzymamy postepujac
o interwat charakteryzujacy sie proporcjg p od dZwieku o czestotli-
wosci F,. Jesdli poszukiwang czgstotliwo$¢ oznaczymy F,, wéwczas
proporcja pomiedzy dwoma dzwigkami to F /I, ktéra z zaloZenia po-
winna by¢ réwna p, tzn.

FJ¥ =p

A zatem:

F,=F Xp

Tak wiec aby postgpi¢ o pewien interwal okre$lony proporcja p
od pewnego dzwieku wyjéciowego o czestotliwodci F, nalezy te cze-
stotliwoé¢ pomnozy¢ przez proporcje charakteryzujaca odpowiedni
interwal.

Wracajac do pytania o dZwiek potozony o kwinte wyzej niz 3/2,
czyli o dwie kwinty wyzszy niz wyjSciowy dzwiek 1, stwierdzamy, ze

jest to dzwiek o czestotliwosci opisanej przez liczbe:

3/2 X 3/2 =9/4 =2V
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Mnozenie to mozemy zinterpretowaé na dwa ré6wnowazne Spo-
soby opisane powyzej: albo jako dodawanie dwdéch kwint, albo jako
o krok o kwinte do géry od dzwigku 3/2.

Uzyskany dzwiek okreslony jest przez liczbe wiekszg niz 2, a za-
tem jest oddalony od wyjsciowego dzwieku (1) o wigcej niz oktawe.
Od tego dzwieku (9/4) znéw wolno nam postapi¢ o oktawe lub kwinte
w dét lub do géry. Wybieramy te pierwszg mozliwo$¢, tzn. krok o okta-
we w dol. Skoro dodawanie interwaléw, to mnozenie odpowiednich
proporcji, zatem odejmowanie — to dzielenie. Krok o oktawe w dét
(tzn. odjecie oktawy) bedzie oznaczal podzielenie przez 2. Otrzymu-
jemy wiec:

9/4:2 = 9/8.

Ta proporcja nazywana jest calym tonem (a przynajmniej to jed-
na z mozliwych wersji catego tonu) albo inaczej: to dZwigk potozony
o caly ton powyzej dzwieku wyjSciowego, opisanego przez liczbe 1.
Dzwiek ten powstal przez kombinacje idealnych interwatéw pitago-
rejskich, jako wynik dodania dwéch kwint i odjecia oktawy. Wydaje
sie wigc, ze zasluguje na miejsce w systemie. Mozemy teraz — roz-
poczynajac od niego — opisang procedure powtérzyc¢: postapi¢ znéw
o dwie kwinty do gory i oktawe w dé1, co bedzie réwnato sie kolejne-
mu krokowi o caty ton w gore. W efekcie uzyskamy dzwiek:

9/8 X 9/8 = 81/64

Proporcja ta — cho¢ nadal wynika z dodawania i odejmowania ide-
alnych kwint i oktaw — niewatpliwie przestaje by¢ juz prosta, co moze
niepokoi¢ w kontekscie pitagorejskiej zasady prostych proporgji licz-

bowych, ktére mialyby wyjasnia¢ $wiat — a w szczeg6lnoéci muzyke.
Kolejny krok prowadzi do proporcji jeszcze bardziej skomplikowane;:

81/64 x 9/8 = 729/512

Jednak najgorsza konsekwencja kontynuacji tej procedury wyglada
nastegpujaco. Dodanie 6 kolejnych catych tonéw daje dZzwiek charak-

teryzujacy sie proporcja:
(9/8)° = 9%/8°5 = 312/2'8 = 531 441/262 144 = 2,0272865...

a zatem dzwiek troche tylko wyzszy niz oktawa dzwieku wyjsciowe-
go. Jesli przeniesiemy go o oktawe w doét otrzymujemy dzwiek:

(95/8%)/2= 31%/219 = 531 441/524 288 = 1,0136433...
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oddalony bardzo nieznacznie od dzwieku wyjsciowego. Odlegltos¢ ta,
nazywana komatem pitagorejskim, jest réwna w przyblizeniu 1/8 ca-
fego tonu, albo inaczej 1/4 péltonu. Taki dZzwiek jest z jednej strony
zbyt odlegly od dZzwieku wyjSciowego, aby$my nie zauwazali r6znicy.
Gdyby tak byto — gdyby np. réznica wynosita 1/100 péttonu — mo-
gliby$my uzyskany wlasnie dZwigk po prostu utozsamic¢ stuchowo
z dZzwiekiem wyjsciowym. Oczywiscie takie utozsamienie byloby
z punktu widzenia zasad pitagorejskich nie do zaakceptowania, skoro
nie mielibyémy idealnej zgodno$ci i zadnych prostych proporcji. Ale
w przedstawionej sytuacji mamy problem nie tylko z idealnoscia, ale
i z uchem ludzkim'?: 1/8 catego tonu to co$, co styszymy jako rozbiez-
nos$é, jako dzwiek nieczysty.

Z drugiej strony jesli dzwiek ten — i interwat dzielacy go od dZwie-
ku wyjsciowego — wlaczymy do naszego systemu, wéwczas przez ko-
lejne jego dodawanie dostaniemy dziesiatki dzwiekéw oddalonych
zaledwie o 1/8 tonu, ktérych ilos¢ bedzie znacznie przekraczata nasze
mozliwoéci ich rozrézniania i zapamietywania. O prostych propor-
cjach w ramach takiego systemu nie warto nawet wspominac.

Konstrukcja calosci systemu, ktérego typowa postaé zostata przed-
stawiona w ponizszej tabelce, moze jedynie potwierdzi¢ te spostrze-
zenia (w pierwszej linijce wpisane sg tradycyjne, uzywane dzi§ nazwy
dzwiekéw, w drugiej odpowiadajace im proporcje, w trzeciej odleglo-
§ci pomigdzy poszczegdlnym stopniami skali):

c d e f g a h C

1/1 9/8 81/64 4/3 3/2 | 27/16 | 243/128 | 2/1
9/8 9/8 | 256/243 | 9/8 9/8 9/8 | 256/243

Interwaly kwarty i kwinty, jako podstawowe i idealne, zostaty na-
turalnie zachowane w pierwotnej postaci. Pozostale stopnie wynikaja
z oméwionych powyzej krokéw o jeden (9/8) i dwa (81/64) cale tony
odpowiednio od dZzwigku wyjSciowego (1) oraz od kwinty (3/2). Pro-
porcja 256/243 = 2%/35 to pitagorejski péliton, ktérego wielkosé wyni-
ka z réznic pomiedzy wczeéniej skonstruowanymi stopniami skali.
Suma dwdéch takich péttonéw jest nieco mniejsza niz caty ton (9/8).

12 Tutaj i dalej okreslenie ,,ucho ludzkie” jest uzywane jako metonimia ludzkiego sty-
szenia w ogdlnosci. Naturalnie to, jak styszymy, nie jest uzaleznione wylacznie od
dziatania samego ucha, ale takze od sposobu przetwarzania odbieranych przez nie
sygnaléw w ukladzie nerwowym, a w szczeg6lnosci mézgu. W niniejszym artykule
rola tych poszczegdlnych czynnikéw nie bedzie analizowana, mozemy wigc zbior-
czo méwic o naszym styszeniu jako o ,,uchu”, przeciwstawianym jedynie obiektyw-
nym, fizycznym cechom dZwieku, ktére najczesciej mozna jednoznacznie wyrazié
liczbowo.
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Rozbieznosé jest réwna — jak sie mozna spodziewaé — komatowi pita-
gorejskiemu opisanemu powyzej.

Poza skomplikowanymi proporcjami, jakimi wyrazane sa niektére
stopnie skali (e, a, h) oraz pétton, wada takiego systemu sg mocno nie-
czyste interwaly tercji (¢ — e) oraz seksty (¢ — a) (por. dalsze wyjasnienia
w kolejnym ustepie, dotyczacym systemu naturalnego). Ponadto, gdy
kontynuujemy konstrukcje tego systemu w odniesieniu do dzwiekéw
pottonowych, dzielacych wszystkie uwidocznione powyzej cate tony,
dotrzemy do kwinty (cis—as albo gis—es), ktéra okaze sig znaczaco nie-
czysta, w sposéb niemozliwy do zaakceptowania: bedzie r6zni¢ sie od
kwinty czystej o opisany powyzej komat pitagorejski wynoszacy okoto
1/8 calego tonu, tzn. 1/4 péttonu.

b) System naturalny

Mozna teraz zapytac jakie jest zrédlo tego niepowodzenia w kon-
strukcji systemu dzwiekowego? By¢ moze jest nim zbyt surowe po-
dejscie pitagorejczykéw, ktére dopuszcza tylko oktawe i kwinte jako
podstawe systemu dzwiekowego? W istocie okazuje sie, ze istniejg
dwa kolejne interwatly charakteryzujace sie nadal stosunkowo prosty-
mi proporcjami — 5 : 4 i 6 : 5 — ktére ciggle wsp6tbrzmig stosunkowo
zgodnie. Mozna je rozumie¢ jako wynik tzw. harmonicznego podziatu
kwinty. Jej proporcje 3 : 2 mozemy wyrazi¢ jako 6 : 4 i nastepnie po-
miedzy 6 i 4 wstawi¢ liczbeg posrednia 5, uzyskujac proporcje

6:5:4

Kwinta okazuje sig¢ wiec sumg dwdéch — oczywiscie nier6wnych
— interwaléw: 6 : 51 5 : 4, ktére nazywamy odpowiednio tercja malg
i tercjg wielka. Ich uzupetnienia do oktawy (tzn. interwaty wynikajgce
z ich odjecia od oktawy, a wiec z podzielenia odpowiednich propor-
cji) to interwaly 5 : 3 (2 : 6/5 = 2 X 5/6 = 5/3) oraz 8 : 5 oraz (2 : 5/4
= 2 X 4/5 = 8/5), tzn. odpowiednio seksta wielka i mata. Jak widag¢,
w tych czterech proporcjach wystepujg liczby 5 i 6, ktére nie mieszcza
sie w tetraktysie — magicznej figurze pitagorejczykow. Zwykle uwaza
sie, ze miedzy innymi dlatego proporcje te nie byly przez nich akcep-
towane. Jednoczeénie sa one nieporéwnanie prostsze niz odpowia-
dajace im interwaly w systemie pitagorejskim. Przyktadowo, tercja
(5/4 = 80/64) koresponduje z bardzo zblizonym interwatem pitagorej-
skim zlozonym z dwéch catych tonéw, mianowicie

9/8 x 9/8 = 81/64
Réznica wynosi jedynie:

81/64 : 80/64 = 81/80 = 1,0125
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Ten z kolei niewielki interwal, nieco mniejszy niz komat pitagorej-
ski i réwny w przyblizeniu 1/9 catego tonu, jest nazywany komatem
Didymosa albo komatem syntonicznym.

By¢ moze zatem klucz do konstrukcji bardziej satysfakcjonujacego
systemu muzycznego lezy w porzuceniu pitagorejskiego rygoryzmu
i w zaakceptowaniu - jako podstawy — innych proporcji poza oktawg
i kwinta. Taki ruch moze sie w istocie przystuzy¢ pitagorejskiemu da-
zeniu do prostych proporcji. Bo cho¢ dodatkowe proporcje wyjsciowe
(5:416 :5)sg troche mniej elementarne niz sama oktawa i kwinta
(2:113:2), to jednoczesnie, dzieki ich zaakceptowaniu, mozna unik-
naé proporcji skrajnie zlozonych, jak np. 81/64 (pitagorejska tercja)
czy 27/16 (pitagorejska seksta wielka; podczas gdy teraz seksta wielka
wyraza sie proporcjg 5/3). Podstawowy system dzwiekowy wyglada
wowczas nastepujaco:

c d e f g a h C

1/1 9/8 5/4 4/3 3/2 5/3 15/8 2/1
9/8 10/9 | 16/15 | 9/8 10/9 | 9/8 | 16/15

Najbardziej ,,nier6wny” interwat — 15/8 — zostal wyliczony poprzez
zlozenie kwinty i tercji: 3/2 X 5/4 = 15/8. System ten, nazywany na-
turalnym, wyglada — w poréwnaniu z poprzednim — nader obiecuja-
co. Niestety i on predko odstania swoje wady. Po pierwsze, pomiedzy
dzwiekami d i a, gdzie oczekiwaliby§my kwinty, mamy interwat:

5/3 :9/8 = 5/3 x 8/9 = 40/27 = 80/54

Natomiast kwinta to 3/2 = 81/54. R6znica wynosi wigc ponow-
nie 81/80 = 1,0125, tzn. znany nam juz komat Didymosa. W sytuacji
gdy kwinta jest drugim po oktawie najbardziej idealnym interwalem,
jej nieczysto$¢ — w tym wypadku az o 1/9 catego tonu — jest oczywi-
$cie duza wada. Skad bierze sie ta rozbieznosé, skoro pomiedzy ci g
mamy kwinte, a dzwieki d i a sg od tamtych odlegte o caly ton? Ot6z
okazuje sie, ze caty ton pomiedzy g i a jest... nieco mniejszym catym
tonem. To interwatl 5/3 : 3/2 = 5/3 X 2/3 = 10/9. Réznica pomiedzy
nim, a standardowym calym tonem pitagorejskim (9/8) wynosi znowu
9/8 : 10/9 = 9/8 X 9/10 = 81/80 tzn. ponownie komat Didymosa (ok.
1/9 catego tonu). W ten sposéb dostrzegamy druga niedogodnosé sys-
temu naturalnego: cale tony sa w nim nieréwne. Trzy z nich (c-d, f-g,
a-h) maja wielko$¢ 9/8. Dwa (d-e oraz g-a) — wielko$¢ 10/9. Pokazuje to
trzecia linijka powyzszej tabelki, w ktérej uwidocznione sg interwaty
pomiedzy kolejnymi stopniami uzyskanej w ten sposéb skali.

Pélton (e-f oraz h-c) okazuje sig mie¢ wielkos$¢ 16/15, tzn. w istocie
nieco wigcej niz polowa calego tonu (dzielac duzy, pitagorejski caty

64



Krzysztof Guczalski Harmonia nie tkwi w liczbach

ton — tzn. 9/8 = 18/16 — harmonicznie, tak, jak wczeéniej dzieliliémy
kwinte na tercje malg i duza, otrzymujemy dwa nieréwne péitony:
mniejszy 18/17 i wiekszy 17/16. Pélton 16/15 jest naturalnie jeszcze
nieco wigkszy.)

¢) Temperacja sredniotonowa

Przedstawionym powyzej wadom systemu naturalnego (mocna
nieczysto$¢ jednej kwinty, nieréwnos$¢ catych tonéw) miala zaradzi¢
tzw. temperacja'® sredniotonowa wynaleziona w XVI wieku. Jej uza-
sadnienie mozna odtworzy¢ w nastepujacy sposéb.

Catly ton powstaje, jak widzieliSmy przy konstrukcji systemu pita-
gorejskiego, jako zlozenie dwdéch kwint (ktére mozemy zapisaé jako
¢ — g —d), przy czym rezultat trzeba odpowiednio przenie$¢ o oktawe
w dét. Tercja to w zasadzie suma dwdch catych tonéw, a wigc 4 kwint
(c—g—-d-a-e), znowu po odpowiednim sprowadzeniu rezultatu do
wlasciwej oktawy. Jesli — tak jak w systemie pitagorejskim — wszystkie
4 kwinty sg naturalne (3/2), otrzymujemy interwat 81/64. Skoro w sys-
temie naturalnym zdecydowali$my zastgpi¢ go nieco mniejszg tercja
czysta (80/64 = 5/4), oznacza to, ze w powyzszym ciggu 4 kwint nie
wszystkie mogg by¢ naturalne. Faktycznie zidentyfikowaliSsmy jedng
z nich (d — a) jako mocno nieczystg. A poniewaz jest ona jednocze-
$nie inna (mniejsza) niz pozostate — czyste — kwinty, wiec nier6wnosé
kwint pocigga za sobg nier6wno$c¢ calych tonéw, bo powstaja one jako
zlozenie dwoéch kwint.

Stoimy zatem przed zadaniem pozbycia sie zbyt wielkiej nieczy-
stosci kwinty d — a oraz wyréwnania wielko$ci kwint, co jednoczes$nie
da gwarancje réwnosci calych tonéw. Jesli dokonamy tego poprzez
zwiekszenie kwinty d — a do kwinty czystej, uzyskamy ponownie
str6j pitagorejski z tercja 81/64. Bardziej zgodne z duchem systemu
naturalnego bedzie zachowanie naturalnej tercji 5/4. Aby to osiggnaé
musimy odpowiednio pomniejszy¢ kwinty w ciaguc—-g—-d—a —e.
Zamiast jednak caly nadmiar ich sumy (wielkosci komatu Didymo-
sa, tzn. 81/80, ok. 1/9 catego tonu) odejmowac od jedne;j tylko kwinty
d — a (pozostawiajac trzy pozostate jako czyste), mozemy go rozdzie-
li¢ réwnomiernie pomiedzy wszystkie cztery kwinty, pomniejszajac
(,temperujac”) kazda o jedng czwartg komatu Didymosa (ok. 1/36 ca-
fego tonu), co moze by¢ uznane za rozbieznos¢, ktéra nie jest bardzo
wyraznie styszalna i ktérg mozna tolerowa¢'*. W ten sposéb jedno-
cze$nie: 1) zachowujemy czysto$¢ tercji, 2) rozwigzujemy problem nie

13 Tym terminem okreslano niewielkie, uznawane za dopuszczalne, korekty niekté-
rych interwaléw, ktére mialy zapobiec powstawaniu bardziej powaznych niezgod-
no$ci w innych miejscach stroju/systemu dzwiekowego.

14 Przykladowo w oktawie razkreslnej ta rozbiezno$¢ nie przekracza 1,6 herca r6zni-
cy czestotliwosci. Natomiast réznica wielkosci pelnego komatu Didymosa np. dla
dzwieku a' przekltada sie juz na r6znice czestotliwosci 5,5 Hz. Dlaczego ta pierwsza
(ponizej 1,6 Hz) nie wywoluje poczucia ostrosci czy dysonansowosci, a druga (po-
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dajacej sie zaakceptowaé kwinty d — a, 3) uzyskujemy ré6wnos$¢ kwint,
a w konsekwengji takze réwnosé catych tonéw, bo wynikaja one z su-
mowania kwint. Jak wygladaja wielkoSci poszczegélnych interwatéw
wynikajace z takiej temperacji?

Suma czterech réwnych kwint powinna by¢ réwna sumie dwéch
oktaw oraz czystej tercji, co wyraza sie liczba 2 X 2 X 5/4 = 5. Jedli
liczbe odpowiadajaca kwincie oznaczymy k, uzyskujemy réwnosc

kxkxkxk=k=5
a wiec
k = */5 = 1,495348781... (czwarty pierwiastek z pigciu)

Wida¢, ze liczba ta faktycznie dobrze przybliza kwinte czysta
3/2 = 1,5'%. Przez odpowiednie wyliczenie mozemy sie przekonac, ze
r6znica wynosi faktycznie jedng czwarta komatu Didymosa. Réznica
ta to

3/2:%/5 = 3/2x%5) =r
Gdy ten maly interwat czterokrotnie dodamy do siebie, otrzymamy:

rxrXrXr=rt=(3/2x%5)* = 3%(2*x(*5)*) = 81/(16X5) =
81/80

czyli doktadnie komat Didymosa — a wiec r jest dokladnie jego jed-
ng czwarta. Nastepnie caly ton konstruujemy jako sume dwdéch kwint
minus oktawe, tzn.

Caty ton = /5 X %/5 : 2 = %/5/2

Tak wyliczony caly ton okazuje sie usrednieniem dwéch nieréw-
nych catych ton6w obecnych w systemie naturalnym (9/8 i 10/9), skad
bierze sie nazwa: temperacja Sredniotonowa. R6znily sie one o komat
Didymosa, a wigc interwal usredniony powinien by¢ o pét komatu Di-
dymosa wiekszy od mniejszego catego tonu (10/9) i p6t komatu Didy-
mosa mniejszy od wigkszego catego tonu (9/8). Skoro komat Didymosa
to 81/80, to jego polowa wyraza sie liczba

V(81/80) = V81/NV(16X5) = 9/4V5

wyzej 5 Hz) moze juz takie poczucie wywolaé, wyniknie z rozdziatu VIII na temat
konsonansu i dysonansu.

15 Jednoczes$nie to przyblizenie jest niestety liczbg niewymierng. Por. dyskusje na ten
temat w sekcji d).
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Mozna sie teraz przekonaé, ze caly ton wyrazony liczbg V5/2 jest
faktycznie o te polowe komatu Didymosa wigkszy niz 10/9 i o polowe
komatu Didymosa mniejszy niz 9/8:

10/9 x 9/4V5 = 10/4V5 = 5/2V5 = V5/2

9/8 : 9/4V5 = 9/8 X 4V5/9 = 4V5/8 = V5/2

Z kolei tercja wielka to suma dwéch catych tonéw: %/5/2 X %/5/2
= 5/4, czyli tak, jak nalezalo sie spodziewaé — wszak wielkosé¢ kwin-
ty, a poprzez to i catego tonu, zostala tak wtasnie dobrana, aby tercja

pozostata czysta. Nastepnie kwarte konstruujemy jako dopelnienie
kwinty do oktawy tzn.

Kwarta = 2 :%/5 = 2/4/5 = 2 X 54

Wreszcie seksta wielka to kwinta plus caty ton (lub kwarta plus
tercja), a septyma to kwinta plus tercja (lub seksta plus caly ton):

Seksta wielka = */5 x %/5/2 = 5%4/2

albo

Seksta wielka = 2/%/5 X 5/4 = (5/*V5)/2 = 5%4/2
Septyma = */5 X 5/4 = 5%4/4

co mozna podsumowac w nastepujacej tabelce:

c d e f g a h c
1/1 V5/2 5/4 | 2/%5 | 4“5 | 5342 | 55%4/4 | 2/1
V52 | V52 | 8x554 | N5/2 | N5/2 | N5/2 | 8x554

Mozna jeszcze zauwazyé, ze zar6wno kwarta, jak i seksta wielka
sa w powyzszym systemie — podobnie jak kwinta — jedynie o jedna
czwartg komatu Didymosa rézne od odpowiednich interwaléw czy-
stych (sa od nich odpowiednio wieksze): kwarta jest wigksza od 4/3,
a seksta wielka — od 5/3. Mozna to z tatwos$cia sprawdzi¢ za pomoca
odpowiednich obliczen.

Jak wida¢, mimo zalet temperacji sredniotonowe;j jej liczbowa for-
ma nie wyglada zachecajaco. Z praktycznego punktu widzenia nie
to jest jednak jej gtéwnym mankamentem. Polega on raczej na tym,
ze kwinta temperacji sredniotonowej zostata ustalona w taki sposéb,
aby zgadza¢ sie z czysta tercja. W zwigzku z tym, podobnie jak kwinta
czysta, nie zgadza sig z oktawa: zlozenie 12 kwint §redniotonowych
ponownie wypada w pobliZzu 7 oktaw, ale jest od nich tym razem nie-
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co mniejsze (okoto 1/5 calego tonu). W konsekwencji — podobnie jak
w przypadku systemu pitagorejskiego — kontynuacja konstrukcji sys-
temu $redniotonowego w odniesieniu do dZwiekéw péttonowych pro-
wadzi do kwinty (gis—es), ktéra okazuje sie fatalnie nieczysta i rézni
sig okolo 1/6 calego tonu od kwinty czystej — z tego powodu zastuzyta
na miano wilczej.

d) Temperacja rownomierna

Nastepnie na przestrzeni XVI, XVII i jeszcze XVIII wieku propo-
nowano dziesigtki rozmaitych temperacji czy ich wariantéw, tzn. dla
réznych celéw i w ramach réznych tradycji lokalnych odmiennie
ustalano stroje muzyczne. Wreszcie w XVIII zaczeto szerzej stosowaé
tzw. temperacje réwnomierna; cho¢ znana byla juz wczesniej, z réz-
nych powodéw nie cieszyla sig uznaniem. Polega ona, jak wiadomo,
na podziale oktawy na 12 réwnych péltonéw — nastepnie z sumo-
wania odpowiedniej liczby pé6ttonéw uzyskiwane sa wszystkie inne
interwaly. Jakg proporcja powinien by¢ opisany pétton w temperacji
rownomiernej? Jesli proporcje te oznaczymy symbolem p, mozemy
powiedzieé, ze zsumowanie dwunastu takich interwaléw powinno
da¢ oktawe czyli 2. Ale sumowanie interwaléw to mnozenie odpowia-
dajacych im proporcji. Zatem spetnione musi byé réwnanie:

p1z =2
W konsekwencji p = %2 = 1,0594631...

Zaleta takiego systemu jest, jak wiadomo, fakt, ze wszystkie in-
terwaly we wszystkich pozycjach (we wszystkich miejscach skali)
majg zawsze takg samg wielko$¢ i nie musimy sie obawiaé¢ pojawie-
nia sie w jakimkolwiek miejscu wilczych kwint czy innych mocno
nieczystych interwaléw. Kwinta, zlozona z 7 péltonéw, to zawsze:
p’ = 1,498307..., tercja wielka, zlozona z 4 péltonéw, to zawsze p*
= 1,2599... itd. Jesli chodzi o stosunek do interwaléw czystych, to
kwinta réwnomiernie temperowana jest od kwinty czystej (3/2 = 1,5)
mniejsza tylko o ok. 1/100 catego tonu (i odpowiednio kwarta réwno-
miernie temperowana jest od kwarty czystej tylko o 1/100 catego tonu
wieksza). Zatem wielko$é najwazniejszych interwaléw jest bardzo do-
brze przyblizona, duzo lepiej niz np. w temperacji sredniotonowe;.
Nieco gorzej jest z tercjg wielkg: r6wnomiernie temperowana jest ok.
1/14 calego tonu wigksza od czystej. Ale przypomnijmy, ze np. tercja
pitagorejska (81/64) byta az o 1/9 calego tonu wigksza od czyste;j.

Jednoczesnie trzeba powiedzie¢, ze taki stréj — niewazne jak dobrze
przyblizajacy interwaly czyste — bylby dla pitagorejczykéw absolutnie
nie do przyjecia. Bowiem wszystkie interwaly — poza oktawa — nie
tylko nie wyrazajg sie prostymi proporcjami liczbowymi, ale w pew-
nym sensie nie wyrazajg sie... zadnymi proporcjami liczbowymi. To
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znaczy nie mozna ich przedstawi¢ jako stosunku jakichkolwiek liczb
catkowitych, czy tez inaczej méwiac, jako ulamkéw prostych. Liczby
tego ostatniego rodzaju nazywane sg wymiernymi. Natomiast dwu-
nasty pierwiastek z dwdch i jego kolejne potegi nie moga by¢ w ten
sposéb wyrazone, co doé¢ tatwo udowodnié. W konsekwencji sg zali-
czane do tzw. liczb niewymiernych.

Istnienie tego rodzaju liczb stanowilo w og6lnosci problem dla pi-
tagorejczykéw. W pewnym sensie jest to zrozumiate: skoro liczby —
pojmowane jako liczby catkowite — i ich proporcje miaty by¢ kluczem
do poznania i opisu $wiata, trudno zaakceptowad, ze istniejg rzeczy,
ktorych nie da sie w ten sposéb opisa¢. Paradoksalnie to, ze istniejg
wielkos$ci, ktérych nie mozna wyrazi¢ za pomocg zadnych propor-
cji liczb catkowitych, wynika z twierdzenia tradycyjnie wigzanego ze
szkola, tzn. z twierdzenia Pitagorasa na temat tr6jkatéw prostokatnych.
Wynika z niego, ze przekatna kwadratu o boku dtugosci 1 ma diugosé
réwng V2 — jak tatwo pokazac, to takze jest liczba niewymierna.

V. Zrédlo porazki — nieistnienie

Historie kolejnych préb skonstruowania idealnego systemu dZwie-
kowego mozna w pewnym sensie poréwnaé do historii reform ka-
lendarza. W jednym i drugim przypadku mozna bylo mie¢ nadzieje
- zawartg w doktrynie pitagorejskiej — na odkrycie idealnej harmo-
nii: w ruchach planet (w tym wypadku Ziemi) i w systemie muzycz-
nym. Zamiast tego w obu przypadkach mieliSmy do czynienia tylko
z historig kolejnych przyblizen i mniej lub bardziej satysfakcjonuja-
cych kompromiséw. Mozna teraz zadaé pytanie, z czego wynika to
niepowodzenie. W przypadku ruchu Ziemi mozna by powiedzie¢ —
w duchu platofiskim — Zze mamy po prostu do czynienia z niesforna,
niedoskonata empiria, z dziedzing tego, co badane za pomoca mato
wiarygodnych zmystéw. W sferze idealnej, sferze ,prawdziwych ru-
choéw, (...) prawdziwej predkosci i powolnosci istotnej, w ich praw-
dziwej liczbie”, ktérg ,,mozna tylko myslg ujac”'%, mogliby$my liczy¢
na bardziej harmonijny i doskonaty tad.

Czy jednak niepowodzenie w budowie doskonatego systemu mu-
zycznego na tym samym polega? W Zadnym razie. Nie wynika ono
z niedoskonatosci tego, co postrzegane zmyslowo, nie bierze sie np.
stad, ze realnych, fizycznych instrumentéw nie da sig — z powodu
ich ulomnej materialnosci — w taki czy inny spos6b nastroi¢. Opisane
powyzej poszukiwania systemu muzycznego prowadzone bylty wia-
$nie za pomocg samego rozumu, a wiec w sposéb, ktéry powinien za-
aprobowa¢ Platon. Opieraly sie wylacznie na pewnych wyliczeniach
matematycznych. Oczywiscie istniejg problemy matematyczne, ktére
sq jeszcze nierozstrzygniete i czekaja na rozwigzanie. Czy kwestia ide-

16 Platon, Paristwo, ks. VII, 529D, przet. Wiadystaw Witwicki, Kety 2003, s. 237.
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alnego systemu dZzwiekowego jest tego rodzaju otwartym problemem?
Czy po prostu jeszcze nie dos¢ dtugo, nie do$¢ uporczywie prébowali-
$my skonstruowac taki system? Niestety proste wyliczenie pokazuje,
ze takiego idealnego systemu w muzyce zbudowaé w ogéle nie moz-
na, ze jego istnienie jest po prostu niemozliwe, a nie tylko dotychczas
nieodkryte.

Jezeli mianowicie dopu$cimy w naszym systemie oktawe i kwinte
oraz kombinacje tych interwaléw, to musieliby$smy oczekiwagé, ze moz-
na uzyskac idealng zgodno$é pomiedzy pewna liczbg kwint a pewnag
liczbg oktaw. Skoro kwinta to 3/2, a oktawa to 2, musieliby$my oczeki-
wad, ze dla pewnych liczb catkowitych a i b zachodzi réwnos¢:

(3/2)2 = 2v
Odpowiednio jg przeksztalcajac otrzymujemy:

39/20 = 2
3a = 2a x Zb — 2a+b

Oznacza to, ze pewna potega tréjki musiataby byé réwna pewnej
potedze dwdjki. Jest to oczywiécie niemozliwe, cho¢by dlatego, ze
pierwsza jest zawsze liczba nieparzysta, druga — zawsze liczng pa-
rzysta. W zwigzku z tym jest jasne, ze idealnego systemu opartego na
oktawie i kwincie nie da sie zbudowac.

Mozna powiedzieé, ze pierwsze niepowodzenie — zwigzane z sys-
temem pitagorejskim — bylo przypadkiem szczeg6lnym tej wlasnie,
ogblnej niemoznosci. To, co w istocie tam czyniliémy, to skladanie
kwint i oktaw: posuwali$émy sie o dwie kwinty do géry i jedng oktawe
w dél. Po szesciu powtdrzeniach tego zabiegu uzyskaliSmy zlozenie
12 kwint w gére i 6 oktaw w dél. Nastepnie wynik (531 441/262 144
= 2,0272865...) przeniesliSmy jeszcze o oktawe w dét (dodajac siéd-
ma do wczesniejszych 6 oktaw) i otrzymalisSmy maly interwal, ktéry
nazwaliS§my komatem pitagorejskim. Ten interwal, to w istocie réz-
nica pomiedzy sumg 12 kwint ( (3/2)"? = 3'¥/2" = 531 441/4 096 =
129,74633789...) i 7 oktaw (27 = 128). To, ze réwnos$¢ jest nieosiggal-
na, wynika z powyzszego, ogélnego rozumowania.

Konstrukcje systemu réwnomiernie temperowanego mozna opisac
jako prébe uzgodnienia pojawiajace;j sig tutaj nieréwnosci. Skoro suma
12 kwint przekracza 7 oktaw jedynie o komat pitagorejski (mniej niz
1/8 catego tonu), zatem pomniejszenie kwinty o 1/12 (jedng dwunastag)
komatu pitagorejskiego (ok. 1/100 catego tonu'”) spowodowatoby, ze
12 kwint dawaloby w sumie dokladnie 7 oktaw. (Naturalnie najbar-

17 1/12 z 1/8 to dokladnie 1/96. Ale komat pitagorejski to nieco mniej niz 1/8 catego
tonu, wigc przyblizenie jego jednej dwunastej jako 1/100 catego tonu jest uprawnio-
ne.
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dziej idealne wspélbrzmienie — oktawa — nie podlega negocjacjom.)
Zamiast proporcji 3/2 poszukujemy zatem odrobine mniejszej propor-
cji k, ktérej dwunastokrotne ztozenie da nam dokltadnie 7 oktaw, tzn.
bedzie zachodzita réwnos¢:

12_27

Znaczy to, ze
k= 12y27 = (12\/12]7

Okazuje sie, ze kwinta w ten sposéb uzyskana jest réwna kwincie
réwnomiernie temperowanej. Opierajac sie na takiej kwincie mozemy
skonstruowac reszte systemu: kwarte, jako réznice pomiedzy oktawg
a kwinta, caty ton, jako réznice miedzy kwintg a kwartg itd. Okaze
sie, ze system ten to po prostu system réwnomiernie temperowany,
uzyskany w nieco inny sposéb.

Wracajac do kwestii dowodu niemoznoéci konstrukcji idealnego
systemu dZwiekowego mozna dodac: jesli poza oktawa i kwintg zaraz
na wstepie dopuscimy jeszcze inne proporcje, np. odpowiadajace ter-
cji i sekscie, system bedzie dopuszczal konstrukcje jeszcze wiekszej
ilosci interwal6éw i o zgodno$¢ (idealne zharmonizowanie) wszystkich
bedzie jeszcze trudniej. Co pozostaje? Wyzby¢ sie kwinty i zostawié
tylko oktawe. Wtedy uzyskiwaliby$émy tylko ztozenia oktaw: 2 : 1,
4:1,8:1itd. W ten sposéb zachowalibySmy czysto$¢ systemu. Har-
monia i zgodno$¢ proporcji bylaby idealna, muzyka oparta na takim
systemie byltaby skrajnie niesatysfakcjonujaca. Nalezy powatpiewad,
ze o takiej muzyce mogli mysle¢ pitagorejczycy, gdy formutowali teze,
ze odzwierciedla ona muzyke sfer i calo$¢ bytu.

VI. Konsonans — poszukiwanie proporcji idealnej

Czy w zwigzku z tym nie istnieje zaden szczegélny, gleboki, ta-
jemny zwigzek pomiedzy muzyka a matematyka, muzyka a liczba?
Poszukujac odpowiedzi, mozna zadaé jeszcze nastepujgce pytanie:
czy muzyka nie odréznia sie pod tym wzgledem chocéby od innych
dziedzin sztuki: literatury i malarstwa?

Barwy, ktdre sg tworzywem tego ostatniego, mogg by¢, podobnie
jak dzwieki, opisane jako fala, tym razem elektromagnetyczna a nie
mechaniczna. Zatem przystugujg jej takie atrybuty jak dlugosé czy
czegstotliwo$é. Mozemy wigc, podobnie jak czyniliSmy to w odnie-
sieniu do dzwiekdow, zestawia¢ pewne kolory i pyta¢ o proporcje po-
miedzy odpowiadajgcymi im dlugosciami fali czy czestotliwosciami.
Przyktadowo mozna wskaza¢, ze pomiedzy pewnym odcieniem czer-
wieni o dtugosci fali 705 nanometréw a pewnym odcieniem blekitu
o dtugosci fali 470 nanometréw zachodzi proporcja 705 : 470 = 3 : 2,
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tzn. taka, jaka charakteryzuje kwinte. Jednak rozwazania tego rodzaju
nie sg zwykle przeprowadzane. W szczegélnosci z faktu, ze pewne
pary barw charakteryzuja sig prostymi proporcjami liczbowymi, nie
wyprowadza sie wniosku o szczeg6lnym pokrewienistwie pomiedzy
malarstwem a liczba. Skad bierze sig ta asymetria pomiedzy muzyka
a malarstwem?

Odpowiedz jest dos¢ oczywista: w stosunkach barw nie wystepuje
tak wyrazisty jak w muzyce fenomen konsonansu i dysonansu. Pro-
porcja 3 : 2 bardzo jednoznacznie wyréznia niektére wspé6ibrzmienia
jako zgodne, przeciwstawiane innym, ostrym, a w zaden spos6b nie
wyrdznia par barwnych. Mozemy oczywiscie spotkac sig ze stwierdze-
niami, ze pewne kolory dobrze ze soba wspélgraja, a inne ,sie gryzg”.
Ale okreslenia takie sg niewgtpliwie dalece subiektywne i rozbiezne.
O tak szerokim, powszechnym konsensusie, z jakim mamy do czynie-
nia w odniesieniu do oktawy i kwinty, czy tez nawet w odniesieniu do
przeciwstawienia np. tercji i péttonu, w ogéle nie moze by¢ mowy.

Moze wiec specyficzny fenomen konsonansu i dysonansu i jego
powiazanie z pewnymi proporcjami liczbowymi, sam w sobie (tzn.
niezaleznie od kwestii nieistnienia w pelni zgodnego systemu dzwie-
kowego) jest czyms, co wyrdéznia muzyke i wskazuje na jej szczeg6lny
zwigzek z liczba? Innymi stowy, moze nawet jesli harmonia globalna,
systemowa, nie daje sig w idealny spos6b ustali¢ liczbowo, to przynaj-
mniej harmonia kazdorazowego interwatu (konsonansu) tkwi w licz-
bie, mianowicie w jego prostej proporcji? Wtasciwie bardzo predko
trzeba ten pitagorejski poglad odrzucié. Przyktadowo mozemy wska-
zat proporcje

5141 : 3427 = 1,500145900204...

ktora jest nie tylko w stosunku do 3 : 2 = 1,5, ale takze w stosunku
do 9 : 8 czy np. 17 : 12, bardzo skomplikowana i ,,nieharmonijna”.
Ale okresla ona interwat, ktéry r6zni sig od kwinty o mniej niz jed-
ng... tysieczng catego tonu. Oczywiscie nie mamy zadnych szans, aby
percepcyjnie wychwycié¢ réznice i styszymy ten interwal po prostu
jako czysta, konsonujaca kwinte. Natomiast duzo prostsze proporcje
jak 9 : 8 = 1,125 (caly ton) czy 17 : 12 (tryton), to ostre dysonanse.
Jak wida¢ réwniez rozwiniecie dziesietne calego tonu jest stosunko-
wo proste, a troche tylko mniejszego interwatu wyrazonego proporcja
10:11 = 1,1 — tak samo ostro dysonujacego — jest jeszcze prostsze. Na-
tomiast rozwiniecie dziesigtne kwinty réwnomiernie temperowanej,
bedace liczba niewymierna, jest nie tylko nieskoficzone (podobnie jak
proporcji 5141 : 3427), ale jeszcze w dodatku nieokresowe (nie wy-
kazuje zadnej powtarzalno$ci w rozwinigciu dziesietnym). A kwinta
ta jest podobnie zgodna i konsonujaca jak tylko o jedna setng tonu
wieksza kwinta czysta.
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Skoro zatem proste proporcje liczbowe nie ttumacza zjawiska kon-
sonansu i nie wyjasniajg r6znicy pomiedzy nim a dysonansem, trze-
ba zada¢ pytanie, czy dysponujemy alternatywnym wyjasnieniem tej
r6znicy, ktore w jakis inny sposéb wskazywaloby na szczegélny zwia-
zek pomiedzy harmonig a liczba.

VII. Konsonans a skladowe harmoniczne

Kolejne wyjasnienia zjawiska konsonansu, jakie pojawily sie
w XVII i XVIII wieku, odwolywaly sie do obecnosci w dZwiekach tzw.
sktadowych harmonicznych, zwanych tez alikwotami. Nalezy krétko
przypomniec¢ to pojecie. Jak wiadomo, wysokos¢ dzwieku jest okre-
§lona przez jego czestotliwo$¢, ktéra wynika z czestotliwosci drgan
obiektu wytwarzajacego dzwiek. Okazuje sig jednak, ze kazdy fizycz-
ny obiekt drgajacy emituje nie tylko dzwiek o pewnej czestotliwosci
podstawowej, ale jednocze$nie dZzwieki o innych, zazwyczaj wyzszych
czestotliwosciach, ktére sg nazywane sktadowymi dzwigku. W wy-
padku typowych dzwiekéw uzywanych w muzyce, wytwarzanych
przez drgajgce struny lub stup powietrza w instrumentach detych, te
dodatkowe czestotliwosci s najczesciej catkowitymi wielokrotnos$cia-
mi czestotliwo$ci podstawowej i wéwczas nazywane sg sktadowymi
harmonicznymi. Jesli wiec przykladowo czestotliwosé podstawowa
wynosi 100 hercéw (100 Hz, 100 drgan na sekunde), wéwczas jedno-
cze$nie emitowane sg dzwieki o czestotliwosciach 200, 300, 400, 500,
600... hercéw. Dzwiek podstawowy (w tym wypadku 100 Hz) nazy-
wamy pierwszg sktadowg harmoniczna, jego dwukrotnoéé (200 Hz)
— drugg itd. W dalszym ciggu bedziemy zajmowac sie juz tylko takim
przypadkiem, gdzie wszystkie skladowe sg harmoniczne, tzn. sg cal-
kowitymi wielokrotnoéciami czestotliwosci podstawowej (sktadowe
nieharmoniczne sg zawarte np. w dZwiekach dzwonéw czy niekté-
rych instrumentéw perkusyjnych; takie dZwieki nie beda wiec przed-
miotem naszych rozwazan).

Natgzenie'® wyzszych sktadowych harmonicznych (poczawszy od
drugiej) moze pozostawaé w r6znych relacjach do natezenia dzwieku
podstawowego (tzn. pierwszej skladowej). Okreslajac jego natezenie
jako 100%, natezenie kolejnych sktadowych moze by¢ wyrazone licz-
bami: 50%, 25%, 10%, 5%. Ale tez np. 60%, 10%, 40%, 5%. Ilos¢
mozliwosci jest teoretycznie nieograniczona, cho¢ oczywiscie naj-
cze$ciej natezenie pierwszej skladowej (dZwieku podstawowego) jest
najwieksze. Rozklad i natezenie sktadowych harmonicznych dzwieku
jest najistotniejszym czynnikiem, ktéry decyduje o jego barwie i od-
réznia np. dZzwiek skrzypiec od dzwieku fletu. W tym ostatnim sita

18 Natezenie to, méwiagc w uproszczeniu, obiektywna, mierzalna fizycznie sita dzwie-
ku. Parametr ten jest gtéwng — cho¢ nie jedyng — cecha dzwieku, ktéra decyduje
o jego subiektywnie odczuwanej gtosnosci.
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wyzszych skladowych jest stosunkowo niewielka, co przektada sie
na jego gladkie brzmienie, ktére kto§ mégtby nazwaé metalicznym
i pustym — w przeciwienistwie do pelniejszego i bardziej soczystego
dzwieku skrzypiec, o wiekszym udziale sktadowych'?. Istniejg zrédta
dzwieku o jeszcze mniejszym udziale sktadowych niz flet: np. nie-
ktére rodzaje piszczalek organowych lub kamerton. Ale dZzwiek po-
siadajacy wylacznie czestotliwo$é podstawows, bez zadnych innych
sktadowych, zwany tonem prostym, praktycznie nie wystepuje ,,w na-
turze”, tzn. nie moze zosta¢ wytworzony przez fizyczny obiekt drga-
jacy. Tony proste mozna natomiast uzyska¢ za pomoca elektrycznego
obwodu drgajgacego (generatora elektroakustycznego), tak jak dzieje
sie to w elektronicznych syntezatorach dzwigku.

Swiadomos¢ istnienia sktadowych harmonicznych pojawita sie
stosunkowo wcze$nie — wladciwie jednoczes$nie z ustaleniem, ze
wysokos¢ dzwieku jest bezposrednio zalezna od jego czestotliwosci,
a tylko posrednio od wlasciwosci obiektéw drgajacych: dlugosci, gru-
bosci czy naprezenia struny, dtugosci piszczatki itd. Powigzanie wy-
sokosci dzwieku z jego czestotliwoscia zwykle przypisuje sig Isaacowi
Beeckmanowi (1588-1637), Galileuszowi (1564-1642) oraz Marinowi
Mersenne (1588-1648). Ten ostatni badat tez zjawisko sktadowych
harmonicznych, ktére na gruncie praktycznym bylo juz wczeséniej
znane renesansowym konstruktorom organéw czy ludwisarzom?". Zas
jeszcze bardziej zaawansowane ustalenia na temat skladowych har-
monicznych sg zastugg Josepha Sauveura (1653-1716), ktéry uchodzi
czasem za twoércg akustyki jako nowoczesnej dziedziny naukowej.

Wiedze o sktadowych harmonicznych wykorzystat Jean-Philip-
pe Rameau (1683-1764) do naturalnego ugruntowania zasad harmo-
nii?!. Nie zajmowal sie¢ co prawda wprost wyjasnieniem zjawiska
konsonansu. Raczej interesowalo go naturalistyczne uzasadnienie
tréjdzwieké6w durowego i molowego i uznat, ze istnienie sktadowych
harmonicznych takiego uzasadnienia dostarcza. Je§li mianowicie

19 Dos$¢ trudno jest opisa¢ stownie barwy instrumentéw. Niektére okreslenia moga
by¢ uznane za subiektywne i ukrycie wartosciujace. W zadnym razie nie chciatbym
obstawac przy uzytych tutaj okresleniach. Niektérym dzwiek fletu moze wydawaé
sie miekki i tfagodny, a skrzypiec — ostry. W znaczacym stopniu barwa dzwieku
zalezy tez od rejestru: jest inna dla niskich, a inna dla wysokich dzwiekéw danego
instrumentu.

20 Por. Burdette Green, David Butler, From acoustics to Tonpsychologie, [w]: Cambrid-
ge History of Western Music Theory, red. Thomas Christensen, Cambridge 2008, s.
248-250.

21 Swojg teorig wylozy! po raz pierwszy w roku 1722 w Traité de I’harmonie réduite
a ses principes naturels (Traktat o harmonii sprowadzonej do jej naturalnych zasad),
a nastepnie udoskonalat i modyfikowal w szeregu rozpraw i esejéw publikowanych
az do roku 1762. Nie trzeba dodawac, ze w powyzszym zdaniu termin ,,harmonia”
odnosi sie do regut budowy i nastepstwa akord6éw, tzn. harmonii w techniczno-mu-
zycznym sensie (harmonika modalna, harmonika dur-moll itp.), ktéra zasadniczo
nie jest tematem niniejszego artykutu.
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oznaczymy, tak jak poprzednio, czestotliwo$é dowolnie wybranego
dzwieku liczbg 1, wéwczas jego sze$é pierwszych sktadowych to
tony o czestotliwosciach:

1-2-3-4-5-6

A wiec skladowe czwarta, piata oraz szdsta, tzn. 4 — 5 — 6 tworza
miedzy soba wlasnie tr6jdzwiek durowy. Wszak proporcja 5 : 4 to ter-
cja wielka, 6 : 5 — to tercja mata, a 6 : 4 = 3 : 2 to kwinta. Tak wiec
tréjdzwiek durowy rozbrzmiewa automatycznie w kazdym dzwieku —
mozna powiedzie¢, ze wytwarza go sama natura.

Przechodzac do kwestii konsonansu mozemy powiedzieé: po-
niewaz tréjdzwiek durowy uznajemy za akord konsonujacy, jego
powyzsze uzasadnienie mozna uog6lni¢ i odniesé¢ do wszelkich
konsonans6w. Mozna mianowicie powiedzieé¢, ze konsonanse to te
wspdélbrzmienia, ktére wytwarza sama natura: ktére w naturalny spo-
s6b wystepuja pomiedzy réznymi (lacznie z pierwsza) sktadowymi
harmonicznymi dZzwieku. A wiec konsonansami bylyby wspétbrzmie-
nia okre$lone przez proporcje 2 : 1 (oktawa), 3 : 1 (duodecyma, tzn.
oktawa plus kwinta), 4 : 1 (dwie oktawy), 5 : 1 (dwie oktawy plus
tercja wielka), 6 : 1 (dwie oktawy plus kwinta). W dalszej kolejnosci:
3 : 2 (kwinta), 4 : 2 (oktawa), 5 : 2 (oktawa plus tercja wielka), 6 : 2 =
3 : 1 (oktawa plus kwinta). Z kolei: 4 : 3 (kwarta), 5 : 3 (seksta wielka),
6 : 3 (oktawa) itd.

Tr6jdzwiek molowy nie poddaje sie, wedtug Rameau, takiemu uza-
sadnieniu jak durowy. Tlumaczy sie on raczej w nastepujacy sposéb:
to akord tego rodzaju, ze wszystkie jego dZwieki maja wspdélna sktado-
wa harmoniczna. Jesli zapiszemy schematycznie taki tr6jdzwiek jako
sekwencjg czestotliwosci 10 — 12 — 15 (pierwszy interwal 12 : 10 =
6 : 5 to tercja mata; drugi, 15 : 12 = 5 : 4, to tercja wielka), wéwczas
ton o czestotliwoéci wyrazonej liczba 60 jest szdsta sktadowa pierw-
szego dzwieku (6 X 10 = 60), pigta — drugiego (5 X 12 = 60) oraz
czwartg — trzeciego (4 X 15 = 60).

To uzasadnienie naturalnosci tréjdzwieku molowego takze mozna
uogodlni¢ na wszelkie konsonanse. Mianowicie mozna powiedzie¢, ze
konsonans to wspétbrzmienie dwéch dzwiekéw, ktérych pewne skla-
dowe sie pokrywaja. Przyktadowo jesli rozwazymy dowolny dzwiek
(jego czestotliwosé jak zwykle oznaczamy liczbg 1) i jego skladowe
harmoniczne:

1-2-3-4-5-6-7-8...

woéwczas sktadowe dzwieku o oktawe wyzszego wygladaja nastepu-
jaco:
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Okazuje sie, ze wszystkie sg sktadowymi dzwieku wyjSciowego
(o oktawe nizszego). Dzwiek o oktawe wyzszy jest wiec juz niejako
w calosci w nim zawarty. Gdy rozbrzmiewa, nie pojawiaja sie zadne
nowe tony, a jedynie niektére ulegaja wzmocnieniu. W ten sposéb ttu-
maczy sig nadzwyczajna zgodno$¢ oktawy — tak daleka, ze jak pamie-
tamy z wprowadzenia, okolo 75% o0séb bez wyksztalcenia muzyczne-
go sadzi, ze styszy jeden dzwiek. Z kolei dla interwatu kwinty, 3 : 2,
uzyskujemy nastepujgce sktadowe:

2-4-6-8-10-12-14-16 -18...
3 - 6 -9 - 12 - 15 - 18...

Jak widaé co trzecia sktadowa nizszego dzwigku (trzecia, szésta,
dziewiata) pokrywa sie z co drugg (druga, czwartg, sz6sta) skladowsq
wyzszego. Zgodno$c¢ nie jest juz tak idealna, jak w przypadku oktawy,
ale nadal znaczaca. Dla kwarty pokrywac sig bedzie co czwarta skia-
dowa nizszego dZwigku z co trzecig wyzszego, a wiec zgodno$c bedzie
znowu nieco mniejsza niz kwinty.

Takie uzasadnienie pozwala wiec nie tylko wyjasni¢ konsonanso-
wo$¢ pewnych wspélbrzmien, ale takze jego stopien: im wiecej wspdl-
nych sktadowych harmonicznych tym bardziej zgodny, doskonalszy
konsonans. Cechy tej nie miato wyjasnienie poprzednie: zaréwno
oktawa (2 : 1) jak i kwinta (3 : 2), kwarta itd. sg obecne w szeregu
harmonicznym kazdego dZwieku i jako takie sg naturalne (,,stworzone
przez nature”), nie wida¢ wiec powodu, dlaczego ktérys miatby by¢
lepszy niz inny.

Mozna teraz zadac¢ pytanie, na ile zadowalajace sg te wyjasnienia?
Na wstgpie warto zauwazy¢, ze pod wzgledem zakresu wyznaczajg
one w zasadzie takg samg klase konsonanséw jak pierwotne wyjasnie-
nie pitagorejskie — jesli potraktujemy je nieco mniej restryktywnie
niz pitagorejczycy, tzn. ograniczymy sie do okreslenia ,proste pro-
porcje liczbowe”, nie zastrzegajac, ze musza ograniczaé sie do liczb
od 1 do 4 obecnych w tetraktysie. Inaczej méwiac, doktadnie te same
interwaly okaza sie konsonansami w $wietle wszystkich trzech wyja-
$nien. Interwat jest okreslony prostg proporcja liczbowg (wyjasnienie
pitagorejskie) doktadnie wtedy, gdy jest wyrazony proporcja pomie-
dzy elementami szeregu sktadowych harmonicznych, bo szereg ten
to wlasnie poczatkowe liczby catkowite: 1, 2, 3, 4... W odniesieniu
za$ do wyjasnienia drugiego, mozemy rozumowaé nastepujaco. Jesli
interwat jest okre$lony proporcja n : k, gdzie n i k sg liczbami catko-
witymi nie majgcymi zadnych wspélnych dzielnikéw (tzn. ulamka
n/k nie mozna juz uprosci¢), wéwczas pierwsza wspoélna sktadowa
harmoniczna to n X k (a kolejne to 2 X n X k, 3 X n X k itd.) Jest to
wiec n-ta sktadowa czestotliwosci k i k-ta sktadowa czestotliwosci n.
Im mniejsze sg zatem liczby n i k, tym wcze$niej wspélna sktadowa

76



Krzysztof Guczalski Harmonia nie tkwi w liczbach

wystapi w szeregu harmonicznym kazdego dZzwieku i tym wiecej skta-
dowych bedzie wspélnych. Widzieliémy to juz na przykltadzie oktawy,
kwinty i kwarty powyzej.

Wydaje sie wigc, ze modele konsonansu odwotujace sie do istnie-
nia sktadowych harmonicznych sg w pewnym sensie r6wnowazne
z wyjasnieniem pitagorejskim. Czy oznacza to, ze niczego nowego
one nie wnoszg? Wrecz przeciwnie: mozna powiedzie¢, ze dostarczajg
wlasnie pewnego uzasadnienia odwotujacego sie do natury dzwiekéw
dla tezy pitagorejskiej, ktéra wynikata z obserwacji empirycznych, ale
pozostawala w gruncie rzeczy niewyjasniona (jesli abstrahowa¢ od
pewnych metafizycznych spekulacji). Mozna wszak bylo zapytac: dla-
czego proste proporcje wigzg sig z konsonansami? Modele odwotujace
sie do skfadowych harmonicznych prébuja udzieli¢ odpowiedzi na to
pytanie. Niestety ich zbyt wielkie pokrewienistwo z tezg pitagorejska
oznacza, ze odnoszg sie do nich te same zarzuty.

Rozpoczynajac od modelu pierwszego: w szeregu harmonicznym
wystepujg réwniez nastepujace proporcje: 7 : 5,9 : 5, 9 : 8. Ta pierwsza
jest dos¢ bliska trytonu, druga to jedna z wersji septymy matej (por.
wyja$nienia w przypisach do tabeli 1 w nastgpnym rozdziale), trzecia
to caly ton. Wszystkie sa oczywiécie dysonansami. Z drugiej strony
zaden interwal temperowany nie wystepuje w szeregu harmonicznym
(tak jak zostalo wyjasnione wczesniej, wszystkie sg okreslone licz-
bami niewymiernymi, ktérych nie mozna wyrazi¢ za pomocg Zadnej
proporcji liczb catkowitych), a przynajmniej kwinte i kwarte tempero-
wanag, rézne zaledwie o 1/100 tonu od ich czystych odpowiednikéw,
nalezy uznac za konsonanse, z pewnoscig znacznie doskonalsze niz
wymienione wlasnie proporcje 7 : 5,9 : 5, 9 : 8. Proporcja 5141 : 3427
teoretycznie mogtaby wystepowaé w szeregu harmonicznym. Prak-
tycznie jednak zadne dostepne nam obiekty drgajace nie wytwarzajg
tak wysokich sktadowych. A gdyby nawet je wytwarzaty, ucho ludz-
kie nie mogloby ich ustysze¢. Mozna wiec w zasadzie powiedzied,
ze proporcja 5141 : 3427 nie wystepuje w szeregu harmonicznym.
A mimo to, jak pamigtamy, daje niemal idealny konsonans.

Teoretycy XVII i XVIII-wieczni — w szczegdélnosci Rameau — oczy-
wiscie zdawali sobie sprawe z tych niepozadanych wlasnosci szere-
gu harmonicznego, ktéry oprécz kwinty, kwarty itd. zawiera w sobie
réowniez tryton, septyme i caly ton. Dlatego ograniczali liczbe rozwa-
zanych i uznawanych za istotne sktadowych — tyle ze do 6, a nie do 4,
jak niegdy$ pitagorejczycy — co odpowiadato traktowaniu w XVII
i XVIII wieku tercji (5 : 41 6 : 5) oraz seksty (5 : 3) jako konsonans6w??,
Ograniczenie takie jest jednak czysto arbitralne i odzwierciedla jedy-
nie obowigzujgca wéwczas tradycje niewiele w istocie ttumaczac.

Podobnie przedstawia sie sprawa z drugim wyjasnieniem. Kazde
najdrobniejsze rozstrojenie konsonansu (nawet takie, ktérego nie je-

22 Por. B. Green, D. Butler, op.cit., s. 251 i 253.
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steSmy w stanie ustysze¢) powoduje, ze sktadowe przestajg sie pokry-
wacé, a konsonans nadal takowym pozostaje. W proporcji 5141 : 3427
wspélna bytaby dopiero 3427-dma sktadowa pierwszego dzwieku
i 5141-sza sktadowa drugiego — czyli praktycznie zadna. W kwin-
cie temperowanej nawet czysto teoretycznie zadne sktadowe nie sg
wspolne. Natomiast w interwale 7 : 5 wspdlna jest pigta sktadowa
jednego dzwieku i sidma drugiego, nastepnie dziesiata i czternasta
itd.; w proporcji 9 : 8 — 6sma jednego i dziewiata drugiego. Ta zgod-
no$¢ w zaden spos6b nie generuje konsonansowosci wymienionych
interwaléw i nie zapobiega ich dysonansowo$ci.

VIII. Hermann Helmholtz

— dudnienia jako zrédto dysonansu

Takie (niesatysfakcjonujace) wyjasnienie konsonansu — odwo-
lujace sie do pokrywania sie niektérych sktadowych - jest czasem
przedstawiane jako stanowisko Hermanna Helmholtza (1821-1894)%3,
wszechstronnego niemieckiego uczonego, ktéry dokonat przetomo-
wych odkryé¢ w dziedzinie fizyki, chemii, fizjologii, percepcji wzro-
kowej i stuchowej czy medycyny. W interesujagcym nas tutaj dziele
Die Lehre von den Tonempfindungen als physiologische Grundlage fiir
die Theorie der Musik?* (Teoria percepcji dzwigku jako fizjologiczna
podstawa teorii muzyki) faktycznie znajduja sie sformutowania, ktére
zdaja sie wyrazaé taka wlasnie koncepcje (por. ponizej s. 83). Jednak
Helmholtz jest w istocie autorem daleko bardziej satysfakcjonujace-
go wyjasnienia konsonansu, ktére unika zasadniczych mankamen-
téw wczesdniejszych koncepgji i ttumaczy, dlaczego konsonansem jest
kwinta réwnomiernie temperowana a takze proporcja 5141 : 3427,
a nie jest nim wyrazony duzo prostsza proporcjg caly ton.

Koncepcja ta odwotuje sie do zjawiska dudnienia, ktére najlatwiej
opisa¢ w odniesieniu do tonéw prostych, tzn. dzwiekéw o jednej tylko
czestotliwosci, nie zawierajacych dalszych sktadowych. Gdy dwa tony
proste o nieznacznie réznigcych sie czestotliwosciach rozbrzmiewajg
jednoczesnie, ich drgania nakladaja sie i wytwarzajg dZwiek wypad-
kowy, ktérego czestotliwosc¢ jest srednig arytmetyczng czestotliwosci
obu dzwiekéw, a jego glosnosé pulsuje z czegstotliwoscig réwng rézni-

23 Por. np. Ulrich Michels, Atlas Muzyki, t. 1, przel. Piotr Maculewicz, Warszawa 2002,
s. 21.

24 Hermann Helmholtz, Die Lehre von den Tonempfindungen als physiologische Grun-
dlage fiir die Theorie der Musik, Braunschweig 1863. Faksymile tego pierwszego
wydania jest dostepne pod adresem: http://vlp.mpiwg-berlin.mpg.de/library/data/
1it3483. Dzieto to byto nastgpnie w kolejnych wydaniach poprawiane i uzupetnia-
ne. W niniejszym artykule bede odwotywat si¢ do VI wydania (1913), ktére z kolei
jest dostepne w wygodniejszej wersji tekstowej pod adresem https://archive.org/
details/dielehrevondento028665mbp.
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cy czestotliwodci dzwiekéw wyjsciowych. Przyktadowo dwa dzwieki
o czestotliwosciach 200 i 202 Hz wytworzg jeden dZzwiek o czestotli-
wosci 201 Hz, ktérego gtosnosé bedzie pulsowacé z czestotliwoscia 2 Hz
— tzn. bedzie narasta¢ i cichna¢ dwa razy na sekunde. Zjawisko to jest
najlatwiej postrzegalne, gdy réznica czestotliwosci dzwiekéw wyjscio-
wych jest niewielka i narastanie oraz zanikanie glosnosci nie jest zbyt
predkie. Poza tym dzwiek wydaje nam sie catkiem gladki i jednolity,
jedynie jego gto$nosc¢ sie zmienia — podlega rytmicznemu pulsowaniu.
Warto podkreslié, ze nie jest to ztudzenie stuchowe, tzn. wrazenie jed-
nego dzwigku o posredniej wysokosci i pulsujacej glosnosci nie jest
jedynie wytworem naszego umystu. Powstawanie takiego dZzwieku wy-
padkowego jest obiektywnym zjawiskiem fizycznym, ktére mozemy
zar6wno uzasadni¢ na podstawie odpowiedniej teorii drgan i fal, jak
i w spos6b empiryczny zmierzy¢ np. za pomocg oscyloskopu.

Gdy réznica ta wzrasta — wynosi 3, 5 czy nawet 10 Hz — ciagle jesz-
cze styszymy coraz szybsze pulsowanie glosnosci dzwieku wypadko-
wego. Stopniowo jednak staje sie ono za szybkie dla naszego aparatu
percepcyjnego i zamiast niego zaczynamy stysze¢ co$, co mozna by
nazwac warkotem, ktéry staje sig coraz bardziej ostry i nieprzyjemny.
A wreszcie po prostu styszymy dzwiek, ktéry odbieramy jako ostry
i szorstki. Uzywajac wczesniejszej terminologii mozna powiedziec, ze
tony proste w tym momencie mocno dysonuja. Gdy w dalszym ciagu
zwiekszamy odleglo$¢ pomiedzy nimi i czgstotliwo$¢ dudnienia (pul-
sowania glo$nosci) dalej wzrasta, ta szorstko$¢ stopniowo stabnie, az
wreszcie catkiem zanika, tzn. dzwieki zaczynajg tworzy¢ konsonans.
Dalsze zwiekszanie odlegtosci miedzy dzwiekami (tonami prostymi!)
niczego juz zasadniczo nie zmienia, tzn. pozostajg one konsonansem.

Dla wyjasnienia zjawiska konsonansu i dysonansu niebagatelne
jest ustalenie, w ktérym momencie nieprzyjemne odczucie ostrosci
(szorstko$ci) wspo6tbrzmienia dwéch tonéw prostych jest najsilniej-
sze. A takze — w ktérym momencie to odczucie ostrosci w ogéle sie
pojawia i nastepnie kiedy zanika. W oméwieniach teorii Helmholtza
zwykle podaje sig, ze uznal on, iz maksimum ostroéci wsp6tbrzmienia
wystepuje przy réznicy czestotliwoséci rownej 33 Hz albo w przedziale
30-40 Hz?%. Podczas gdy stwierdzenia takie faktycznie pojawiajg sig
u Helmholtza?%, w zadnym razie nie stanowig jego ostatniego stowa.
Zobaczymy pdzniej, ze kwestia ta bedzie miata w miare istotne zna-
czenie dla catoséci koncepciji i jej oceny. W tej chwili, akceptujac chwi-
lowo zalozenie, ze ostro$¢ wspélbrzmienia tonéw prostych jest naj-

25 33 Hz pojawiajq sig np. w Cambridge History of Western Music Theory, red. Tho-
mas Christensen, Cambridge, 2008, s. 261. Z kolei przedzial 30-40 Hz wymieniajg
R. Plomp, W. J. M. Levelt, Tonal Consonance and Critical Bandwidth, ,Journal of
the Acoustical Society of America”, 38/1965, s. 549 oraz David J. Benson, Music.
A Mathematical Offering, Cambridge, 2007, s. 149.

26 H. Helmholtz, op. cit. wyd. VI, s. 309 oraz s. 286.
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wieksza w przedziale 30-40 Hz, przedstawmy koncepcje Helmholtza
— tym razem juz w odniesieniu do naturalnych dzwiekéw wystepuja-
cych w muzyce, posiadajacych sktadowe harmoniczne. Otéz stwier-
dza on, ze stopien dysonansowos$ci wspélbrzmienia dwéch dzwiekéw
jest rezultatem nagromadzenia ostrych dudnien — tych w sasiedztwie
33 Hz — pomiedzy ich sktadowymi harmonicznymi, wlaczajac w to
pierwsza sktadowa, tzn. dzwiek podstawowy. Interwaly, w kt6érych
takie ostre dudnienia pomiedzy skladowymi nie wystepuja lub sg od-
powiednio stabe, odbieramy jako konsonanse.

I[ustruje to ponizsza tabela. Wszystkie interwaly sa w niej wyliczo-
ne od dzwieku o czestotliwoéci 300 Hz. Dzwigk ten zostal wybrany
z typowego zakresu skali (oktawa razkreslna), w taki sposéb, aby jed-
nocze$nie wyrazal sie prostg liczbg. DZwiek ten lezy w bezposrednim
sasiedztwie d!, ktérego czestotliwo$é w stroju réwnomiernie tempe-
rowanym to 293,66 Hz. W kolumnie ,,Dalsze sktadowe harmoniczne”
dla dZzwieku 300 Hz, od ktérego liczymy wszystkie interwaly, wpisano
ich osiem, do 2400 Hz wlacznie. Dla wyzszych dzwigkéw uwzgled-
niono te kolejne sktadowe, ktére mogg trafi¢ w poblize tych oémiu.
Inaczej méwiac, wyliczania zaprzestawano, gdy ktéra kolejna skta-
dowa znaczaco przekraczata 2400 Hz. Wreszcie w ostatniej kolumnie
wpisano te odlegtoéci pomigdzy sktadowymi, ktére dla danego inter-
watu znajduja sie najblizej krytycznej odlegtosci 33 Hz — uznanej za
produkujaca najostrzejsze, dysonujgce wspétbrzmienie. Jesli takich
wielkosci bylo wigcej niz jedna, podane zostaly w kolejnosci, w jakiej
wystepuja w szeregu skladowych, rozpoczynajac od odlegtosci po-
miedzy najnizszymi skladowymi.

Objasnienia do tabeli:

)" Tryton powinien byé w zasadzie interwalem posrodku pomigdzy kwarta a kwin-

ta. Podzial catego tonu (9/8), jaki dzieli kwarte i kwinte, na polowe daje tryton
temperowany, ktéry jest jednoczesnie dokladnie polowg oktawy; a wiec prze-
wrotem (uzupelnieniem do oktawy) trytonu jest znowu tryton. Caly ton pomie-
dzy kwartg a kwintg mozna tez podzieli¢ na péttony harmonicznie, za pomoca
sekwencji 16 — 17 — 18. Dodajac pierwszy pétton (17/16) do kwarty, albo odejmu-
jac drugi (18/17) od kwinty dostaniemy wiasnie interwal 17/12. Natomiast tryton
wyrazony jako 7 : 5 to raczej koncesja na rzecz operowania prostymi proporcja-
mi. Jest on, jak widaé¢, bardziej oddalony od dwd6ch pozostatych. Dodatkowo
mozna jeszcze utworzy¢ tryton bedacy przewrotem tego ostatniego, ktéry zatem
wyraza sig proporcjg 10 : 7 = 1,42857... i ktéry z kolei mozna by nazwac tryto-
nem duzym.

%) Septyma mata jest czesciej okreslana jako 16/9, co stanowi przewr6t (uzupel-
nienie do oktawy) regularnego (pitagorejskiego, wielkiego) calego tonu 9/8. Ale
mozna ja tez wyliczy¢ jako przewrdt mniejszego calego tonu (10/9) i wtedy
uzyskujemy prostszg proporcje 9/5 — choé¢ jednoczesnie bardziej oddalong od
réwnomiernie temperowanej.
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Wiel- | Czestotl.
Interwal 2 P Krytyczne
. kos¢ | dzwieku P
(Temperacja odleglosci
Pro- | wyra- | podsta- Dalsze sktadowe :
oznacza N . pomiedzy
t . porcja| zona | wowego harmoniczne Kad g
emperacje liczb . sktadowy
réwnomierna) fczbo- | (pierwsza mi
wo sktadowa)
, 600, 900, 1200, 1500, 1800,
Pryma 1:1 |1 300 2100, 2400
) 636, 954, 1271, 1589, 1907,
Péiton temp. 1,0595 |317,85 2225, 2543 18, 36
Pétton ] 640, 960, 1280, 1600, 1920,
naturalny 16:15 |1,0667 |320 2240, 2560 20, 40
674, 1010, 1347, 1684, 2021,
Caty ton temp. 1,1225 (336,75 2357, 2694 37,43
, 675, 1013, 1350; 1688, 2025,
Caly ton 9:8 1,125 [337,5 2363, 2700 37, 37
Tercja mata 11892 356,76 714, 1070, 1427, 1784, 2141, |1 1o 0y
temp. 2497
Tercja mata 6:5 [1,2 360 25(2161080, 1440, 1800, 2160, 60
Tercja wielka |5:4 |1,25  |375 228’51125’ 1500, 1875, 2250, |5
Tercja wielka 1,2599 |377.97 756, 1134, 1512, 1890, 2268, 66, 12
temp. 2646
Tercja wielka [0 1 oece (579 65 759, 1139, 1519, 1898, 2278, |, o
pitagor. 2658
Kwarta 4:3 |1,3333 |400 800, 1200, 1600, 2000, 2400, |,
2800
Kwarta temper. 1,3348 |400,44 801, 1201, 1602, 2002, 2403 gg’ ;
Tryton maty!) |7:5 [1,4 420 840, 1260, 1680, 2100, 2520 |60
Tryton temper. 1,4142 |424,26 849, 1273, 1697, 2121, 2546 |51, 21
Tryton 17:12 |1,4167 |425 850, 1275, 1700, 2125, 2550 |50, 25
naturalny
Kwinta temper. 1,4983 |449,5 899, 1348, 1798, 2247, 2697 |1, 148, 2
Kwinta 3:2 |15 450 900, 1350, 1800, 2250, 2700 |150
Seksta mata 1,5874 |476,22 952, 1429, 1905, 2381, 2857 |52, 19
temp.
Seksta mala 8:5 |1,6 480 960, 1440, 1920, 2400, 2880 |60
Seksta wielka |5:3 |1,6667 |500 éggg’ 1500, 2000, 2500, 100
tseﬂ‘fga wielka 1,6818 |504,54 1009, 1514, 2018, 2523 14, 82
7]
Seplyma m. 16:9 |1,7778 |533,34 1067, 1600, 2133, 2667 67, 33
mniejsza
,[S;g;yma mata 1,7818 |534,54 1069, 1604, 2138, 2673 65, 38
. .
Septyma m. 9:5 [1,8 540 1080, 1620, 2160, 2700 60, 60
wiegksza
Septyma wielka |15 :8 |1,875 |562,5 1125, 1688, 2250, 2813 38, 75
Septyma wlk. 1,8877 |566,31 1133, 1699, 2265, 2832 34, 67
temp.
Oktawa 2:1 |2 600 1200, 1800, 2400 300
TaBELA 1.

KRYTYCZNE ROZNICE CZESTOTLIWOSCI
POMIEDZY SKEADOWYMI HARMONICZNYMI INTERWALOW
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Na pierwszy rzut oka tabela ta catkiem niezle zgadza sie z tym,
co zwykle sadzimy na temat dysonansowosci i konsonansowo$ci po-
szczegblnych interwatéw. Najwiekszg — i bezpiecznie oddalong od
krytycznych 33 Hz — odlegto$¢ pomiedzy sktadowymi ma oktawa
(300 Hz), nastepnie kwinta (150 Hz), kwarta (100 Hz), seksta wielka
(100 Hz) i tercja wielka (75 Hz). To nie stanowi jednak szczeg6lnego
osiagnigcia tej koncepcji, bo i z wczesniejszych wyjasnien wynikata
taka wlasnie, zgodna z empirig, hierarchia konsonanséw. Ale teoria
Helmholtza, zilustrowana powyzszg tabela, ponadto po raz pierwszy
zgadza sie z inng empiryczng obserwacja: ze niewielkie rozstrojenie
(zmiana) poszczegélnych interwaléw, ktére prowadzi czesto do dra-
stycznego skomplikowania proporcji, nie ma istotnego znaczenia dla
ich konsonansowosci czy tez dysonansowoéci. W kwincie réwno-
miernie temperowanej odleglo$é¢ pomiedzy sktadowymi zmniejsza
sie do 148 Hz — ze 150 Hz dla kwinty czystej — co nie ma zadnego
znaczenia, bo jedna i druga odlegltos¢ jest juz daleko poza zakresem,
w ktérym postrzegana jest ostro$¢ wspétbrzmienia tonéw prostych.
Dodatkowo pojawia sig r6znica 1 Hz i 2 Hz pomiedzy pewnymi skia-
dowymi. To z kolei odleglosci, ktdre skutkujg pulsowaniem gtosnosci
(jeden lub dwa razy na sekunde), ale daleko im do jakiejkolwiek ostro-
$ci. Takie pulsowanie gloénosci mogtoby co prawda zosta¢ uznane
za zaklécenie jednolitosci i gtadkosci wspo6tbrzmienia, a wiec za za-
kl6cenie idealnosci konsonansu. W odniesieniu do wsp6tbrzmienia
generowanego przez tony proste (bez wyzszych sktadowych) mozna
by sie z tym zgodzi¢: gloénosé narasta do pewnego maksimum a na-
stepnie spada praktycznie do zera i znowu narasta — trudno uznaé
to za niezakl6cone, jednolite trwanie harmonijnego wsp6tbrzmienia
(cho¢ pewnie nie nazwaliby$my tego réwniez dysonansem — wszak
kojarzymy z nimpewna ostro$¢ wspélbrzmienia, ktérej brak w tym
wypadku).

Jednak w przypadku kwinty temperowanej pomiedzy dzwieka-
mi naturalnymi (ze sktadowymi) mamy do czynienia z nastepuja-
ca konfiguracja: wspo6tbrzmienie drugiej sktadowej kwinty (899 Hz)
i trzeciej skladowej prymy (900 Hz) pulsuje raz na sekunde; wspo6t-
brzmienie czwartej sktadowej kwinty (1798 Hz) i szdstej prymy
(1800 Hz) — dwa razy na sekunde; wreszcie szdstej sktadowej kwinty
(2697 Hz) i dziewiatej prymy (2700 Hz) — trzy razy na sekunde. Juz
te trzy pulsowania glo$nosci w ré6znym tempie, nakladajac sie na
siebie, czeSciowo sie réwnowazg i zmniejszajg wyrazistosé kazde-
go z nich. Jednocze$nie rozbrzmiewajg w statej glo§nosci: pierwsza,
druga, czwarta, piata, si6dma i 6sma skltadowe prymy (300, 600,
1200, 1500, 2100, 2400 Hz) oraz pierwsza, trzecia i pigta sktado-
we kwinty (449,5, 1348, 2247 Hz). Pierwsze skladowe obu dzwie-
kéw (300 Hz i 449,5 Hz) sa zazwyczaj najsilniejsze. W konsekwencji
pulsowanie glo$nosci wynikajgce z bliskosci pomiedzy niektérymi
wyzszymi skladowymi naktada sie na jednolita, statg glo§nos¢ duzo
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wiekszej ilosci sktadowych, moze wiec skutkowaé¢ zmianami suma-
rycznej glosnosci catkowitego wspétbrzmienia siegajacymi zaledwie
paru procent — z tego powodu praktycznie go nie slyszymy. Mimo to
Helmholtz stwierdza:

(...) jedynie interwaly nastrojone wedlug prostych proporcji liczbowych
daja spokojne wspétbrzmienie, podczas gdy juz catkiem mate odchylenia
od tego matematycznego stroju zdradzaja sie przez niespokojnie falujace
dudnienia?”’.

Catkowity brak jakichkolwiek styszalnych dudnienr wymaga, aby
sktadowe dokladnie sie pokrywaly albo byty oddalone na bezpiecz-
ng odlegltosé, jak np. 150 Hz w powyzszym przyktadzie. I faktycznie
nieco dalej Helmholtz powiada: ,Konsonanse scharakteryzowali$émy
poprzez to, ze ktores dwie sktadowe obu dzwigkéw sie pokrywaja”?8.
tak jakby przychylajac sie do wczeéniej przedstawionej koncepcji,
ktérg uznaliSémy za niesatysfakcjonujaca. Uzupelnienie Helmholtza
polegaloby jedynie na dodatkowym wyjasnieniu, ze takie pokrywa-
nie sie konieczne jest dla unikniecia slyszalnych dudnien, ktére za-
ktécityby konsonans. Taka uzupelniona koncepcja — wskazujaca na
zjawisko dudnienia — bylaby i tak lepsza niz samo odwolanie sie do
zgodnosci niektérych skladowych. Wyjasnia ona mianowicie, dlacze-
go np. czysty caly ton (9/8) nie jest konsonansem mimo stosunkowo
prostej proporcji: ot6z doktadne pokrywanie sie odpowiednio ésmej
i dziewiatej sktadowej zapobiega co prawda powstawaniu dudnien
pomiedzy nimi, ale wczesniejsze sktadowe (w szczegdlnosci pierwsze,
tzn. tony podstawowe) nie pozostajg w bezpiecznej odleglosci i ostre
dudnienia powstajg pomiedzy nimi. Jednak nadal koncepcja taka nie
rozrézniataby miedzy calym tonem a np. kwintg temperowang — oba
uznawalaby za dysonanse. Jest jednak jasne, ze Helmholtz widzi takg
r6znice. Stwierdza np.:

...dwa ¢!, ktdre r6znia sig o jedng dziesigta péttonu, wytwarzaja tylko oko-
1o jedno dudnienie na sekunde, co mozna zauwazy¢ jedynie przy uwaznej
obserwacji i co przynajmniej nie daje zadnej ostrosci (szorstko$ci) wspol-

brzmienia...??

Helmholtz méwi tutaj o dudnieniu wystepujacym pomiedzy tona-
mi podstawowymi obu dZzwiekéw, tzn. pomiedzy typowo najsilnie;j-
szymi skladowymi — i o nich powiada, Ze mozna je zauwazy¢ jedynie
przy uwaznej obserwacji (z pewnosciag z tego wzgledu, ze na to dud-
nienie nakladajg sie nastepne: dwa na sekunde drugich sktadowych,

27 Ibidem, s. 301. Wszystkie cytaty podaje we wlasnym przekladzie.

28 Ibidem, s. 310.
29 Ibidem, s. 286.
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trzy na sekunde — trzecich itd.). Tym trudniej naturalnie dostrzec dud-
nienie pomigdzy drugg a trzecig skladowg dZwiekéw sktadajgcych sie
na kwinte temperowana, przykryte duzg iloécig niedudniacych skta-
dowych. A nawet jesli czyjes wrazliwe i wyszkolone ucho potrafi tego
dokonad, nie jest to z pewno$cia, jak zauwaza Helmholtz, nieprzyjem-
ne wrazenie szorstko$ci (ostroéci) charakterystyczne dla szybszych
dudniei. W innym miejscu Helmholtz méwi tez:

...stabo rozstrojony konsonans brzmi niemal tak samo dobrze jak czysty,

i lepiej niz mocniej rozstrojony, podczas gdy proporcje liczbowe wtasnie

dla stabo rozstrojonego konsonansu z reguly sa najbardziej skomplikowa-
30

ne...”"

Jest zatem jasne, Ze sugestia, jakoby koncepcja konsonansu Helm-
holtza ograniczala sie do wskazania na pokrywanie sig skladowych
harmonicznych, musi zosta¢ uznana za btedna. Jego by¢ moze najbar-
dziej jednoznaczne i wyraziste okreslenie dysonansu i konsonansu
brzmi nastepujaco:

Gdy wsp6lbrzmig dwa dZzwigki muzyczne, zazwyczaj powstajg zaburzenia

ich wspétbrzmienia spowodowane poprzez dudnienia wytwarzanie przez

ich sktadowe, tak ze (...) wspdlbrzmienie staje sie ostre (szorstkie). Nazy-
wamy to dysonansem.

Ale istnieja pewne proporcje pomiedzy czestotliwo$ciami, przy kto-
rych wystepuja wyjatki od tej reguly: nie powstaja zadne dudnienia albo
dochodza one tak stabo do ucha, ze nie powoduja nieprzyjemnego zakl6-
cenia wspé6tbrzmienia; te wyjatki nazywamy konsonansami®’.

Poniewaz za$, jak sie niebawem przekonamy (por. ponizej Ta-
bela 2), sytuacja, gdy nie powstajg zadne dudnienia®? niemal nie
wystepuje, z konsonansem mamy do czynienia praktycznie wtedy,
gdy dudnienia sg wystarczajgco stabo styszalne. A zatem powyzsze

30 Ibidem, s. 378.

31 Ibidem, s. 320. Piszac ,nie powstaja zadne dudnienia” Helmholtz musial mie¢
oczywiscie na mysli ,zadne potencjalnie styszalne”. Bowiem w ogélnosci dudnie-
nia powstajg zawsze. Pomiedzy tonami prostymi o czestotliwo$ciach 300 i 600 Hz
wystepuje dudnienie o czestotliwoéci 300 Hz, ktére jednak lezy calkowicie poza
zakresem postrzegalnosci. Zakres ten obejmuje dudnienia powolne - te ktére mo-
zemy policzy¢ — oraz troche szybsze, ktére postrzegamy jako ostros¢ (szorstkosc)
wspolbrzmienia.

32 Tzn. zadne potencjalnie slyszalne (por. poprzedni przypis). Gdyby chodzilo o do-
wolne dudnienia, wéwczas mozna by catkiem kategorycznie powiedzie¢, ze zawsze
powstaja. Ale pomigdzy tonami prostymi, gdy sa wystarczajaco oddalone, nie wy-
stepuje zadne postrzegalne dudnienie. Gdy jednak rozwazamy dZwiegki naturalne,
ze skladowymi harmonicznymi, nie tylko jakiekolwiek, ale takze potencjalnie po-
strzegalne dudnienia wystepuja niemal zawsze.
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okres$lenie Helmholtza nie przesadza jeszcze, co jest konsonansem,
a co dysonansem. Dostarcza tylko ogélnej formuty, ktéra wymaga
dookreslenia, jakie dudnienia uznajemy za wystarczajgco stabe, aby
nie burzyly zgodnosci wspé6tbrzmienia. Granice te mozna wyzna-
czy¢ w r6zny sposéb. W szczegdlnosci, w najbardziej restryktywnej
wersji, mozemy uznacé, ze nawet powolne i fagodne dudnienia, ja-
kie wystepuja w kwincie temperowanej, uznajemy za zaburzajace
jej konsonansowo$é. Mimo niektérych sformutowan Helmholtza
nie wydaje sie — sgdzac na podstawie innych, przywotanych powy-
zej wypowiedzi — aby taka byta jego intencja, tzn. aby chciat uznaé
kwinte temperowana za dysonans®?. Ale w gruncie rzeczy nie mu-
simy tego rozstrzygac¢. Jego wyjasnienie konsonansu przedstawione
w ostatnim cytacie, odwotujgce sie do braku lub stabosci styszalnych
dudnien, jest niezalezne od rozstrzygniecia, jak wyznaczamy granice
pomiedzy silnymi (istotnymi) i stabymi (nieistotnymi) dudnieniami.
Mozemy nie zgadzaé sie z Helmholtzem w sprawie wyznaczenia tej
granicy, a jednoczeénie w pelni akceptowac jego ogdlng koncepcje
i jej moc wyjadniajaca.

Wracajac do komentarza na temat przedstawionej tabeli: to, co
powyzej o kwincie temperowanej, mozna powiedzie¢ takze o tempe-
rowanej kwarcie. Odpowiednie liczby dla temperowane;j tercji, bar-
dziej oddalonej od tercji czystej niz w przypadku kwinty i kwarty,
wskazuja juz na mozliwo$¢ zauwazalnego jej pogorszenia: zamiast
bezpiecznej odleglosci 75 Hz pojawia sie 66 Hz, a nastepnie 12 Hz,
jeszcze w miare odlegte od krytycznego przedzialu 30-40 Hz, ale
juz przekraczajgce granice powolnego i fagodnego pulsowania glo-
$nosci®4. Widac jednak, ze pogorszenie tercji pitagorejskiej jest zna-
czgco wieksze: pojawia sie odlegtosé 19 Hz, ktéra juz catkiem nie-
bezpiecznie zbliza sie do krytycznego przedziatu 30-40 Hz. Znowu:
to, co o tercji wielkiej, mozna powiedzie¢ o sekscie wielkiej. Kolejna
obserwacja dotyczy catego tonu, péttonu oraz septymy wielkiej: wi-
daé, ze nie ma istotnej r6znicy pomiedzy ich wersjg naturalng a tem-

33 Uznanie kwinty temperowanej za konsonans naturalnie nie musi przesadzac o ak-
ceptacji stroju réwnomiernie temperowanego, co jest kwestig o znacznie szerszych
implikacjach.

34 W tym momencie mozemy tez poda¢ wyjasnienie, zapowiedziane w przypisie 14,
dlaczego kwinta temperacji Sredniotonowej, mniejsza o jedng czwartg komatu Di-
dymosa od kwinty czystej, mogta by¢ akceptowana, podczas gdy kwinta d — a stroju
naturalnego, mniejsza o komat Didymosa od kwinty czystej — juz nie. To ostatnie
zmniejszenie odniesione do kwinty 300 — 450 Hz to interwal 300 — 444,44 Hz. Po-
wstaje tutaj dudnienie pomiedzy trzecia sktadowg prymy (900 Hz) a druga kwinty
(888,88 Hz) o czestotliwosci ponad 11 Hz, podobne jak w tercji wielkiej tempe-
rowanej, ale pojawiajace sie pomiedzy nizszymi skladowymi (wiec potencjalnie
wyrazniej styszalne) i dotyczace bardziej konsonujgcego interwatu kwinty, a wiec
wprowadzajace relatywnie wieksze zaburzenie. Z drugiej strony kwinta $rednio-
tonowa to np. interwat 300 — 448,6 Hz. Dudnienie w nim obecne (pomiedzy 900
a 897,2 Hz) ma czestotliwos¢ 2,8 Hz, nie powoduje wiec zadnej ostrosci.
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perowang: wszystkie sg ostrymi dysonansami. Podobnie wiegc jak
w przypadku kwinty i kwarty, gdzie zamiana prostych proporcji na
skrajnie skomplikowane w zasadzie nie zaszkodzila ich konsonan-
sowosci, tak w wypadku tych ostatnich interwatéw zamiana niewy-
miernych proporcji wersji temperowanych na duzo prostsze wersji
naturalnych w zadnym stopniu nie zmniejsza ich dysonansowo$ci.
Wszystko zgadza sie z tym, co juz dawno wiadomo o tych interwa-
tach na podstawie empirii.

Staje sig jasne, ze konsonansowo$¢ czy tez dysonansowo$é nie-
wiele ma wspdélnego z proporcjami — raczej lezy w umiejscowieniu
interwaléw w pewnych przedziatach (zakresach), wyznaczonych
przez wrazliwos$¢ ucha. Wtasciwie byto to juz wczeséniej oczywiste —
i jeszcze bardziej wyraziste — w odniesieniu do tonéw prostych: ich
bliskos¢ — catkiem niezalezna od prostoty czy tez skomplikowania
proporgji — skutkuje styszalnymi dudnieniami, najpierw powolny-
mi i tagodnymi, potem coraz szybszymi i ostrzejszymi, a po osia-
gnieciu pewnego maksimum znowu coraz stabiej postrzegalnymi.
Wreszcie zgodne wspo6tbrzmienie tonéw prostych pojawia sig po
przekroczeniu pewnej odlegtosci (na razie wstrzymujemy sie z roz-
strzygnieciem, jak ten prég okresli¢: czy jako 60 Hz — jak mogta-
by sugerowaé powyzsza tabela — czy jako$ inaczej), poza ktérg ich
konsonansowo$¢ juz sie w zasadzie nie zmienia — jest podobna dla
trytonu, kwinty, septymy, oktawy czy nony — podczas gdy stosunek
ich czestotliwosci przebiega wszelkie mozliwe wartosci, wyrazone
zaréwno prostymi jak i bardzo skomplikowanymi proporcjami. Sto-
wem-kluczem jest w tym wypadku nie proporcja, a odlegtosé: odpo-
wiednio duza daje konsonans, stosunkowa mala — dysonans, przy
czym maksimum jego ostroSci jest wyznaczone wylacznie przez
wrazliwo$é naszego ucha.

Po oméwieniu sukces6w powyzszej tabeli, przejdZzmy do zna-
kéw zapytania. Zgodne z oczekiwaniami jest por6wnywalne miejsce
tercji matej i seksty matej na skali konsonansowosci (60 Hz to dla
kazdej z nich najmniejsza odlegtos¢ miedzy skladowymi). Jednak
niepokojacy jest fakt, ze podobng pozycje zdajg sie zajmowac: jedna
wersja trytonu i jedna wersja septymy matej. Po drugie, poréwna-
nie r6znych wersji septymy malej réwniez budzi watpliwosci. Naj-
wieksza jej wersja (9/5), a wiec najblizsza ostro dysonujacej septymy
wielkiej, miataby by¢ znacznie mniej dysonujaca (podobnie zgodna
jak tercja mala) niz dwie pozostale wersje septymy matej, odleglej-
sze od septymy wielkiej, a blizsze seksty. Wydaje sie to intuicyjnie
niewiarygodne.

Jak mozna odpowiedzie¢ na takie watpliwosci? Po pierwsze, na-
lezy wskaza¢ na uproszczenia w konstrukcji powyzszej tabeli. To,
co zostalo w niej wyeksponowane, to odlegtosci pomiedzy sktado-
wymi najblizsze krytycznego przedzialu 30-40 Hz. Nie zostala jed-
nak wyraznie odnotowana liczba tych zblizen pomigdzy ré6znymi
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parami sktadowych. Co wigcej, i co wazniejsze, nie zostatlo wyra-
ziscie uwidocznione, pomiedzy ktérymi sktadowymi majg miejsce
wspomniane zblizenia. Wszak czym innym jest krytyczna blisko$é
np. pomiedzy drugg sktadowa jednego dZzwieku a tonem podstawo-
wym drugiego, a czym innym taka sama odleglo$¢ np. pomiedzy pia-
ta a si6dma skladowa, ktére moga by¢ juz na tyle slabe, ze ostrosé
ich wspélbrzmienia moze niemal nie dochodzi¢ do glosu. Zwraca-
jac uwage na ten czynnik mozna rozbroi¢ paradoks rzekomo mniej
dysonujacej septymy malej o proporcji 9 : 5 w stosunku do dwéch
pozostatych. Wskazane tam czestotliwoéci dudnien 33 Hz dla jedne;j
wersji septymy oraz 38 Hz dla drugiej, to odlegtosci pomigdzy czwar-
tg sktadowaq septymy i si6dmg prymy. Zwlaszcza ze wzgledu na sta-
bos¢ tej ostatniej dudnienia te sg prawdopodobnie tak stabo styszal-
ne, ze praktycznie nie maja znaczenia dla oceny dysonansowosci
tych interwaléw. Natomiast 60 Hz w przypadku septymy o proporcji
9 : 5 to odleglos¢ pomiedzy jej tonem podstawowym a druga sktado-
wg prymy — i to wspétbrzmienie z pewnoscig nie jest bez znaczenia.
Analogiczne odleglosci dla pozostalych dwéch septym matych to 67
i 65 Hz. Jesli jednak polozymy nacisk na to wspétbrzmienie, okaze
sie, ze wszystkie wersje septymy matej sg podobnymi konsonansami
jak tercja mata (lub nawet lepszymi) — i trudno taki werdykt zaakcep-
towaé. W istocie ta niezgodno$¢ z empirig wskazuje na ogdélniejsza
trudno$¢ w koncepcji Helmholtza, tak jak zostata ona przedstawiona
powyzej. Zobaczymy, ze sedno problemu lezy w okresleniu maksi-
mum ostro$ci wspélbrzmienia dla tonéw prostych, ktére zostato po-
wyzej przyjete — zgodnie z jedng z sugestii Helmholtza — jako 33 Hz.
W tym momencie warto zatem przej$¢ do ogdlnych zarzutéw wobec
tej koncepcji i oceni¢ ich wage.

IX. Kaprysnos$¢ ucha
Pierwszy zarzut wobec teorii Helmholtza oraz jednocze$nie od-

powiedZ na niego zostaly przekonujaco sformutowane przez Plompa
i Levelta:

Podstawowy powdd, dla ktérego Helmholtza wyjasnienie konsonansu
(...) zostalo odrzucone przez wielu badaczy, byl taki, ze w ich opinii
stopient konsonansowosci lub dysonansowo$ci interwalu nie zmienia
sie, gdy usuniemy skladowe harmoniczne (...). Analiza obserwacji, na
ktérych opierala sie ta opinia pokazuje, ze osoby, ktére mialy oceniaé
interwatly byly — bez wyjatku — wyksztalcone muzycznie. Nie bylo to
uznawane za trudno$¢ ale, wrecz przeciwnie, za istotny warunek, aby
otrzymaé wilasciwe odpowiedzi. Sam Stumpf, by¢ moze najwazniejszy
krytyk teorii opartej na dudnieniach, moze by¢ przedstawiony jako do-
bry przyklad. (...) Dla niego ocena konkretnego interwatu byta réwno-
znaczna z odgadnieciem jego nazwy muzycznej i ta wiedza catkowicie
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determinowatla stopieft konsonansowosci, ktéry przypisywatl temu in-
terwalowi. Z tego powodu uznawal interwaly takie jak 8 : 15 [septyma
wielka] i 7 : 10 [tryton] jako dysonansowe, takze w przypadkach bez
styszalnych sktadowych (...) Najwyrazniej takie podejscie bylto dla niego
(i wielu innych) tak oczywiste, ze nie zdawal sobie sprawy, iz jego wy-
niki nie mialy nic wspdlnego ze zrédlem konsonansu i dysonansu, ale
muszg by¢ uznane jedynie za demonstracje sukcesu jego wyksztalcenia
muzycznego®®.

Inaczej méwigc, dla Stumpfa interwaly takie jak tryton czy septyma
wielka z definicji byty dysonansami. A jesli tak, to ewentualne usunie-
cie sktadowych harmonicznych niczego nie zmienialto, bo odlegtosé
pomiedzy tonami prostymi dalej pozostawatla trytonem czy septyma —
a wiec z definicji dysonansem — niezaleznie od jakiejkolwiek ostrosci
wsp6tbrzmienia lub jej braku.

Powazniejsza jest druga trudnos$é, ktéra dochodzita do glosu juz
w problemach z interpretacjg niektérych interwaléw w powyzszej
tabeli. Jesli mianowicie przeprowadzimy podobng analize w odnie-
sieniu do innych dzwigkéw wyjsciowych niz wybrane tam 300 Hz,
uzyskamy catkiem odmienne, sprzeczne z empirig wnioski. Mozemy
zilustrowac¢ to na przykltadzie dZwiekéw 100 Hz i 1000 Hz. Pierwszy
jest o duodecyme (tzn. oktawe plus kwinte) nizszy od 300 Hz (oko-
lice d), a wiec znajduje sie w okolicach dzwigku G wielkie. Drugi
jest o tercdecyme (oktawe plus sekste wielka) wyzszy od 300 Hz, lezy
wiec w okolicach h?. Sg to wiec ciggle dzwieki ze stosunkowo typowo
uzywanego zakresu skali. (Niemal wszystkie instrumenty muzyczne
zawierajg w swoim rejestrze przynajmniej jeden z nich.) Bez ponow-
nego konstruowania catej tabeli dla tych dZzwiekéw mozemy powie-
dzie¢ tylko, ze w Swietle przedstawionej koncepcji niemal wszystkie
interwaly od 100 Hz w gére bylyby dysonansami. Jedynie dla kwinty
(100 — 150 Hz) najmniejsza odlegloé¢ pomiedzy sktadowymi (w isto-
cie pomiedzy tonami podstawowymi) wynositaby 50 Hz, co zresz-
ta oznaczaloby, Zze kwinta ta jest i tak mniej zgodnym konsonansem
niz np. tercja matla, tryton (7/5), seksta mata i septyma mata (9/5) od
dzwieku 300 Hz — dla wszystkich bowiem najmniejsza odlegto$¢ mie-
dzy skladowymi wynosi 60 Hz. Kwarta 100 — 133 Hz oraz seksta wiel-
ka 100 — 167 Hz bylyby najostrzejszymi dysonansami, z odlegtoscia
pomiedzy sktadowymi réwng 33 Hz. Takim zreszta dysonansem mu-
siataby by¢ takze nieco nizsza kwinta 66 — 99 Hz.

Z drugiej strony wszystkie interwaly powyzej 1000 Hz bytyby kon-
sonansami. Najmniejsza odleglo$¢ pomiedzy skladowymi péttonu
temperowanego i naturalnego wynosi odpowiednio 60 i 67 Hz, ktére
to odleglosci we wczesniejszej tabeli (dla dZzwieku 300 Hz) wigzaty sie
np. z tercja i sekstg matg. Natomiast dla catych tonéw i septym wiel-

35 R.Plomp, W. J. M. Levelt, op. cit., s. 550.
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kich od dzwieku 1000 Hz w gére odpowiednie liczby wynoszg zawsze
ponad 100 Hz. Bylyby to wiec konsonanse przynajmniej tak zgodne
jak kwarta 300 — 400 Hz i seksta wielka 300 — 500 Hz we wczeéniejszej
tabeli.

Naturalnie Helmholtz nie mégl nie zdawac sobie sprawy z tego ro-
dzaju niewiarygodnych konsekwencji przyjecia, ze maksimum ostro-
$ci (szorstkosci) wspélbrzmienia dla tonéw prostych wystepuje za-
wsze przy réznicy 33 Hz czy tez w przedziale 30-40 Hz oraz Ze pewna
r6znica czestotliwosci (np. 100 Hz) zawsze gwarantuje konsonans.
W istocie poréwnywal on wspélbrzmienia w r6znych rejestrach skali
i konkludowat:

Ostroé¢ wspoélbrzmienia zalezy wiec w zlozony sposéb od wielkosci inter-

watu i od liczby dudnien®S.

Liczba dudnienh wynika z réznicy czestotliwosci, wielkos¢ interwa-
tu - z ich proporcji (ilorazu). Jedna i druga wielko$é¢ (réznica i iloraz)
nie zmieniajg sie jednocze$nie w tym samym stopniu. Wyznaczone
stata proporcja 3 : 2 kwinty 100 — 150, 200 — 300, 300 — 450, 400 — 600,
600 — 900 Hz charakteryzujg sig wzrastajgca réznicg czestotliwosci:
50, 100, 150, 200, 300 Hz. Z drugiej strony interwaty okreslone ko-
lejno czestotliwo$ciami 50 — 100, 100 — 150, 150 — 200, 200 — 250,
250 — 300, 400 - 450 Hz wszystkie charakteryzuja sie réznica cze-
stotliwosci 50 Hz (i generowalyby wlaénie takie dudnienie), ale sg to
kolejno: oktawa, kwinta, kwarta, tercja wielka, tercja mala, caly ton.
Dla ustalonego interwalu (np. kwinty) réznica czestotliwosci pomie-
dzy tworzgcymi go dZwiekami zmienia sie wraz z rejestrem. Z kolei
dla statej r6znicy czestotliwo$ci wraz z rejestrem zmienia sie wielko$é
interwatu.

Okreslenie, ze maksymalna ostro§¢ wspélbrzmienia tonéw pro-
stych wystepuje przy dudnieniu 33 Hz, sugeruje oczywiscie, ze
ostros¢ ta uzalezniona jest od ré6znicy czestotliwosci. Ale wynika-
loby stad, ze wszystkie interwaly w ostatniej sekwencji — a w szcze-
gblnosci oktawa i caly ton — charakteryzuja sie takim samym stop-
niem konsonansowos$ci (czy tez dysonansowosci). Konstatacja, ze
tak nie jest, sktonita Helmholtza do zacytowanej powyzej konkluzji.
Ale nie okreslit on blizej i bardziej szczegbétowo tej ztozonej zalez-
nosci ostrosci wspo6tbrzmienia od dwéch wskazanych parametréw
i okazjonalnie powracatl do swojego przyblizonego szacunku 33 Hz
(np. nas. 3091 316).

To, czego nie dopetnit Helmholtz, starali sie nadrobi¢ Plomp
i Levelt®’. Przeprowadzili oni wéréd os6b niewyksztatlconych mu-
zycznie (a wigc niepotrafigcych rozpoznaé styszanych interwatéow

36 H. Helmbholtz, op. cit., s. 287.
37 R.Plomp, W. J. M. Levelt, op. cit., s. 552-556.
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i w konsekwencji nie kierujgcych sie w ocenie ich okresleniem)
badanie postrzegania dysonansowos$ci/konsonansowosci wspétbrz-
mienia tonéw prostych, dla pieciu czegstotliwosci wyjsciowych: 125,
250, 500, 1000 i 2000 Hz. Z uzyskanych wynikéw zdaje sig wypty-
wac wniosek, ze postrzeganie dysonansowosci zalezne jest w pierw-
szym rzedzie od wielkos$ci interwatu, tzn. proporgji, a nie od r6znicy
czgstotliwosci.

Scisle rzecz biorac do okreélenia maksimum ostrosci dysonansu
autorzy uzywajg odniesienia do tzw. szeroko$ci pasma krytycznego
(critical bandwidth). Terminu tego, ktéry odsyta do fizjologicznych
mechanizméw styszenia, nie musimy tutaj wyjasnia¢®®. Wystarczy
nam informacja, ze w pewnym zakresie czegstotliwosci szeroko$c
ta jest nieco mniejsza od tercji malej’?. Autorzy stwierdzaja, ze dla
wsp6tbrzmienn tonéw prostych maksimum dysonansowos$ci wyste-
puje w przyblizeniu w jednej czwartej szeroko$ci tego pasma, nato-
miast ostro§¢ wspoétbrzmienia zanika, gdy interwat osiaga te szero-
kosé. Skoro tercja mata to 6/5 = 1,2, a tercja mala temperowana to
ok. 1,189, mozemy pewnie przyjacé, ze szeroko$¢ pasma krytyczne-
go — ktéra ma by¢ nieznacznie mniejsza — to interwal wyznaczony
w przyblizeniu liczbg 1,18. Wéwczas kazdy wiekszy interwat po-
miedzy tonami prostymi bylby juz catkiem pozbawiony ostrosci,
natomiast jej maksimum wystepowatoby dla jednej czwartej takie-
go interwatu, tzn., dla V1,18 = 1,042. To nieco mniej niz pétton
(ca. 1,06) — mozna orientacyjnie powiedzie¢, ze to okolo %4 péttonu,
skoro tercja mata to trzy péitony.

Oznacza to, ze zamiast uprzedniej réznicy czestotliwosci wska-
zujacej na maksymalng dysonansowo$¢ (33 Hz), jako jej kryterium
uzyskujemy teraz proporcje (iloraz) czestotliwosci réwng 1,042. Dla
interwatu 780-813 Hz obie miary pokrywaja sie, bo 813/780 = 1,042
a jednoczesnie 813 — 780 = 33 Hz. Dla wyzszych dzwiekéw zgodnie
z obecna miarg ostro$ci wspétbrzmienia (1,042) maksimum bedzie
wystepowacé dla wiekszej r6znicy czestotliwosci, tzn. dla szybszych
dudnien; dla nizszych dzwiekéw — przy nizszej réznicy i wolniej-
szych dudnieniach.

38 Omowienie tego pojgcia mozna znalezé np. [w:] Juan G. Roederer, The Physics and
Psychophysics of Music, wyd. IV, Nowy Jork 2008, s. 34-42.

39 Ten szacunek nie obowigzuje jednak dla wszelkich pozioméw czestotliwosci, tzn.
dla wszystkich rejestréw. Patrz dalsze wyja$nienia ponizej.
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X. Szacowanie dysonansow

Dysponujac takg nowg miarg dysonansowosci mozemy sporzadzic¢
podobna tabele jak poprzednio, tym razem wpisujac w nig nie réz-
nice czestotliwosci pomiedzy sktadowymi, ale proporcje pomiedzy
nimi. W zwigzku z tym podanie konkretnych czestotliwosci poszcze-
gblnych dzwiekéw nie jest istotne. Wystarcza ponownie oznaczenie
czestotliwos$ci nizszego dZzwieku kazdego interwatu w sposéb abstrak-
cyjny liczbg 1. (Dzieki temu nasza tabela odnosi sig do interwaléw na
dowolnej wysokosci, w dowolnym rejestrze.) Wowczas czestotliwosé
wyzszego dzwieku to np. 1,25 dla tercji czystej, 1,2599... — dla réw-
nomiernie temperowanej, 1,5 dla kwinty itd. Wielokrotnosci tak ozna-
czonych czestotliwosci to sktadowe harmoniczne. A wigc dla dolnego
dzwieku (prymy) beda to liczby: 1 (ton podstawowy) -2 -3 -4 —5...,
dla jej tercji wielkiej: 1,25 — 2,5 — 3,75 — 5 — 6, 25..., dla jej kwinty:
1,5-3-4,5-6-7,5... itp. Z kolei mozemy wyliczy¢ proporcje po-
miedzy tak ustalonymi sktadowymi. Np. proporcja pomiedzy czwartg
sktadowa prymy, a trzecig skladowa jej tercji wielkiej to 4 : 3,75 =
1,0666..., pomiedzy pigtg sktadowg prymy a trzecig kwinty to 5 : 4,5
= 1,111... itp.

W ponizszej tabeli nie zostaly uwidocznione sktadowe harmonicz-
ne, ale od razu odpowiednie proporcje pomiedzy nimi. Przy czym,
nieco inaczej niz w tabeli poprzedniej, przedstawione zostaly propor-
cje pomiedzy kazdg kolejng sktadowa prymy (od pierwszej do 6smej),
a najblizszg (wyzsza lub nizsza) sktadowa gérnego dzwieku interwa-
hu. Najblizszg dlatego, ze wlaénie relatywna blisko$¢ pomiedzy tona-
mi prostymi jest tym, co generuje dysonansowo$c. Jesli wiec rozwaza-
my np. pigta sktadowa prymy (jej czestotliwosé wynosi 5) i skladowe
kwinty, wéwczas pierwsza (1,5) lub piata (7,5) sg caltkiem nieintere-
sujace, bo nie generuja zadnego dysonansu. Najblizsze — w stosunku
do czestotliwoéci okreslonej jako 5 — sktadowe kwinty to trzecia (4,5)
i czwarta (6). Proporcja z pierwszg to 5 : 4,5 = 1,111... (maly caly
ton), z druga — 6 : 5 = 1,2 (tercja mata). Poniewaz ta pierwsza jest
mniejsza i generuje wiekszg ostrosé, ja wlasnie wpisaliSmy do tabelki
w kolumnie 5, zawierajacej najblizsze wspo6tbrzmienia z piatg sktado-
wa prymy.
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. Krytyczny (najblizszy) interwat
Wielkosc . ) .
- z kolejnymi sktadowymi prym
Interwat p}(j)i‘Zja wyrazona my ymi prymy
liczbowo 1 3 4 5 6 7 8
Pétton temp. 1,0595  |1,060 |1,060(1,060 |1,060|1,060 |1,060 |1,060 |1,060
Pétton 16:15 |1,0667 1,067 |1,067|1,067 |1,067|1,067 |1,067 |1,067 |1,067
naturalny
giypton 1,1225 |1,123 |1,123|1,123 |1,123|1,114 1,069 |1,039 (1,018
Caly ton 9:8 |1,125 1,125 |1,125(1,125 |1,125|1,111 |1,067 |1,037 1,016
tT:;Céa mata 1,1892  |1,189|1,189|1,189 |1,121 1,051 pReN 1,019 [1,041
Tercjamata |6:5 |1,2 1,200 |1,2001,200 |1,111 1,042 1,000 [1,0291,050
Tercja wielka |5:4 |1,25 1,250 |1,250(1,200 |1,067 (1,000 {1,042 {1,071 (1,067
tT:r];C;])a wielka 1,2599  |1,260 |1,260|1,191 |1,058 FENER 1,050 (1,080 (1,058
Tercja wik. a1 64 11 2656 |1,266 |1,266|1,185 1,054/1,012 1,055 |1,085 1,054
pitagor.
Kwarta 4:3 |1,3333  |1,333 |1,333/1,125 |1,000/1,067 1,111 |1,050|1,000
Kwarta 1,3348  |1,335 |1,335/1,124 |1,001(1,068 |1,112 |1,049|1,001
temper.
Tryton maly |7:5 |1,4 1,400 |1,400(1,071 |1,0501,120 1,071 |1,000 1,050
Tryton 1,4142 |1,414 |1,414[1,061 |1,061|1,131 |1,061 FEEGY1,061
temper.
Tryton 17:12 |1,4167  |1,417 |1,411(1,059 |1,063|1,133 |1,059 |1,012 1,063
naturalny
Kwinta 1,4983  |1,498 |1,335/1,001 |1,124|1,112|1,001 |1,070 (1,068
temper.
Kwinta 3:2 |15 1,500 |1,333|1,000 |1,125 1,111 1,000 |1,071|1,067
tseenklifa maia 1,5874 |1,587 |1,260(1,058 |1,191/1,050 |1,058 | 1,102 BRI
Sekstamala [8:5 |1,6 1,600 |1,250|1,067 |1,200 1,042 [1,067 |1,094|1,000
Seksta wielka |5:3 |1,6667  |1,667 |1,200|1,111 |1,2001,000 |1,111 |1,050|1,042
tseenklifa wielka 1,6818 |1,682 |1,189(1,121 |1,189 FRNNeR 1,121 (1,041 (1,051
Septymam. |15 919 7778 |1,778 [1,125/1,185 |1,125 1,067 1,125 1,061,111
mniejsza
f;g;yma maia 1,7818  |1,782 [1,123/1,188 |1,123(1,069 |1,123 |1,018 1,114
Septymam. g5 1) g 1,800 |1,111(1,200 |1,111[1,080 |1,111 [1,029|1,111
wigksza
Septyma 15 : 8 |1,875 1,875 |1,067|1,250 |1,067 1,125 |1,067 |1,071[1,067
wielka
tse‘“;g;yma wik. 1,8877 |1,888 |1,059/1,258 |1,059|1,133 |1,059 |1,079 1,059
Oktawa 2:1 |2 2,000 |1,000|1,333 [1,500(1,200 (1,333 1,143 1,250
TaBELA 2.
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Naturalnie powyzsza tabela nie uwzglednia sktadowych az do
6smej dla wyzszych dzwiekéw wszystkich interwaléw. Przyktadowo
dla seksty wielkiej interwat 1,042 w 6smej kolumnie powstaje pomie-
dzy 6sma sktadowq prymy a piata skladowa seksty. Szdsta, sibdma
i 6sma sktadowa gérnego dZwieku seksty pozostajg nieuwzglednione.
Moglyby one wchodzi¢ w krytyczng blisko$¢ dopiero z 10-13 sktado-
wa prymy, ktére na potrzeby naszego obecnego rozwazania uznaliémy
za wystarczajgco slabe, aby mozna je pomingé.

Jak nalezy wykorzysta¢ powyzsza tabele do oceny relatywnej dyso-
nansowo$ci poszczegélnych interwaléw? Jak wida¢ pomiedzy sktado-
wymi wielokrotnie wystepuja interwaly z przedziatu 1,02 - 1,09, tzn.
w okolicach péttonu (1,06), ktére jednoczesnie poprzez swojg bliskosé
do interwatu 1,042, uznanego za najostrzejszy, naleza do najbardziej
dysonansowych. Wszystkie zostaly zaznaczone kolorem pomaraniczo-
wym. Wystepuje tez spora liczba interwaléw w przedziale 1,10 — 1,14,
tzn. w okolicach calego tonu (1,125) — oznaczono je kolorem szarym.
Ten przedzial lezy mniej wiecej w potowie odlegloéci pomiedzy uzna-
nym za najostrzejszy interwalem 1,042, a proporcja 1,18 (poblize ter-
cji malej), gdzie dysonansowo$¢ (dla tonéw prostych, jakimi sg skta-
dowe) juz catkowicie zanika. Zatem — wedlug badan Plompa i Levelta
— ostro$¢ potozonych tutaj wspétbrzmienn mozna uznaé za okoto poto-
we mniejsza niz tych w okolicach péttonu. Kolorem czarnym zazna-
czono szczegblne, bardzo male odleglosci (w zakresie 1,008-1,010,
tzn. 1/15-1/12 tonu) pomiedzy niektérymi sktadowymi interwatéw
temperowanych (tercji, seksty, trytonu). Sg one bardzo oddalone od
najostrzejszej proporcji 1,042 i produkujg jedynie powolne dudnie-
nia o co najwyzej nieznacznej szorstkosci. Wreszcie takiez odlegtosci
pomiedzy skladowymi temperowanej kwarty i kwinty (1,001 tzn. ok.
1/100 tonu) pozostaly niezaznaczone — podobnie jak nie produkujace
juz zadnej szorstko$ci interwaly powyzej 1,18.

Jest jasne, ze o dysonansowo$ci wyjSciowych interwaléw pomie-
dzy dzwiekami naturalnymi nie mozna wnioskowaé¢ wylgcznie na
podstawie samej obecnos$ci ostrych wspétbrzmienh pomigdzy ich skta-
dowymi, bo wspé6tbrzmienia takie wystepuja w zasadzie wszedzie.
Nalezy zatem w jaki$§ sposéb oceni¢ ilosé¢ i jakos$é takich wspétbrz-
mien w poszczegdlnych interwalach. Z pewnoscia nalezy uwzglednic
miejsce ich pojawienia sie, zaktadajac w pierwszym przyblizeniu, ze
nizsze skladowe sg silniejsze, a wiec wystepujaca miedzy nimi dyso-
nansowo$¢ — istotniejsza. Nastepnie nalezy zada¢ pytanie jakg wage
przypisujemy — méwiac umownie — ,,péttonom” i ,,caltym tonom”4Y,

40 Taki podzial wystepujacych mniej lub bardziej ostrych wspétbrzmien (wszystkich
ponizej 1,18) nie jest bynajmniej arbitralny. Lacznie jest ich w powyzszej tabeli 130
(pomijamy najmniejsze z nich, charakterystyczne dla interwaléw temperowanych):
85 z nich lezy w przedziale 1,016 — 1,08, a 42 w przedziale 1,11-1,143. W szero-
kim pasmie rozdzielajacym te dwa przedzialy (pomiedzy 1,08 a 1,11) leza zaledwie
3. Zatem zakresy wyraznie ostrzejszych péitonéw (1,016 — 1,08) i znacznie mniej
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Uznajac — za Plompem i Leveltem — péttony (poblize interwatu 1,042)
za znacznie ostrzejsze niz cale tony, mozemy im przyzna¢ decydujaca
role w calkowitej dysonansowosci interwaléw, a calym tonom jedynie
role pomocniczg. Wéwczas interwaty mozna by podzieli¢ na nastepu-

jace grupy:

I. bez p6ltonoéw: oktawa

I1. z péttonami od 7 sktadowej wzwyz: kwinta, seksta wielka

I1I. z p6ttonami od 6 sktadowe;j: caly ton

IV. z péltonami od 5 sktadowej: tercja mata, kwarta, septyma mata
V. z p6ttonami od 4 sktadowej: tercja wielka

VI. z péttonami od 3 sktadowej: seksta mata, tryton

VII. z p6itonami od 2 skladowej: septyma wielka

VIIL. z péttonami od 1 sktadowej: pétton

Poniewaz te same okreslenia stosuja sie jednakowo do wszystkich
wariantéw kazdego z interwaléw (tzn. do wersji czystych, tempe-
rowanych, mniejszych, wiekszych itd.), warianty te nie zostaly wy-
szczegblnione. W grupach z wiecej niz jednym interwatem (II, IV, VI)
kolejnos¢ ustalona zostala na podstawie wystepowania catych tonéw.
A wigc kwinta zostala umieszczona przed sekstg wielka, poniewaz
pierwszy caly ton wystepuje w niej na czwartej sktadowej prymy,
a w sekscie wielkiej — juz na trzeciej. To samo dotyczy grupy IV, nato-
miast w grupie VI seksta mata zostala umieszczona przed trytonem,
poniewaz w tym ostatnim kolejny pétton (na 4 sktadowej) wystepuje
wczeéniej niz w sekscie mate;j.

Taka hierarchia jest naturalnie nie do przyjecia ze wzgledu na po-
zycje catego tonu: jedynie za oktawsg, kwintg i sekstg wielka, a przed
wszystkimi innymi interwalami. Mniej razaca jest pozycja septymy
malej, ale jej miejsce przed tercja wielka tez jest naturalnie nie do za-
akceptowania. Gdyby mozna te dwa interwaty przenies¢ w dot skali,
pozostala kolejnos¢ nadal bytaby dos¢ osobliwa (seksta wielka — ter-
cja mata — kwarta — tercja wielka), ale juz nie tak bardzo bulwersuja-
ca. Nalezy zatem sprébowac innego podejscia, by¢ moze poczatkowo
traktujac cate tony i p6ttony na réwni, a réznice pomiedzy nimi wy-
korzystujac dopiero w drugiej kolejnosci. Woéwczas mozliwe byloby
ulozenie nastepujacej hierarchii:

ostrych calych tonéw (1,11 — 1,143) sg dobrze odseparowane. Przydzielenie zale-
dwie trzech wspoélbrzmien lezacych pomiedzy 1,08 a 1,11 do jednej lub drugiej
klasy (powyzej granica zostala ustalona jako 1,09) jest juz naturalnie czgsciowo
arbitralne, ale ze wzgledu na ich znikoma iloé¢ (zreszta dwa sposrdd trzech wyste-
puja w interwalach obocznych: 1,085 w tercji pitagorejskiej, 1,102 w sek$cie matej
temperowanej) nie bedzie miato istotnego wptywu na catos$é obrazu.
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Interwaly z dysonansami (p6ttonami lub catymi tonami):

I. poczawszy od 7 sktadowej: oktawa

II. poczawszy od 4 skladowej: kwinta, tercja mata, tercja wielka

III. poczawszy od 3 sktadowe;j: seksta wielka, kwarta, seksta mata,
tryton

IV. poczawszy od 2 skladowej: septyma mata, septyma wielka

V. poczawszy od 1 sktadowej: caly ton, péliton.

W ramach kazdej grupy interwaly zostaly uszeregowane na pod-
stawie rozréznienia pomiedzy calymi tonami a p6ttonami i kolejnosci
ich wystepowania na nastepnych sktadowych. Te hierarchig z pew-
noscig tatwiej zaakceptowac, choé czyms, co kidci sie z tradycyjnymi
wyobrazeniami, jest pozycja tercji malej przed wielka (jak sie pézZniej
okaze, nie jest to przypadkowe), a przede wszystkim niska pozycja
kwarty, ktérg zwykle umieszcza sig zaraz po kwincie, a przed tercjami
i sekstami. Gdy poré6wnamy ja w powyzszej tabeli np. z tercjg wiel-
ka, widaé, ze pierwszy dysonans w kwarcie nastepuje juz na trzeciej
sktadowej, a w tercji wielkiej — dopiero na czwartej, co witasnie byto
powodem umieszczenia tej ostatniej wyzej w hierarchii. Ale jednocze-
$nie dysonans na czwartej skladowej tercji wielkiej jest ostrzejszy niz
na trzeciej sktadowej kwarty. Podobne por6wnanie pomigdzy tercjg
wielka a sekstg wielkg przemawia jeszcze bardziej na korzys$¢ tej ostat-
niej, a wbrew powyzszej hierarchii. Kolejna wigc préba oszacowania
dysonansowosci interwaléw moglaby polega¢ na odpowiednim ,,0d-
wazeniu” wplywu tych dwéch czynnikéw: ostrosci dysonanséw po-
miedzy sktadowymi i ich pozycji w szeregu, a takze ich tacznej ilosci.
Naturalnym sposobem, aby to uczynié¢, byloby przyznanie kazdemu
z czynnikéw odpowiedniej wagi wyrazonej liczbowo, a nastepnie zsu-
mowanie rezultatu. Poniewaz krytyczne odleglosci pomiedzy sktado-
wymi fortunnie dzielg sie na dwie wyraziste klasy: p6ttonéw i catych
tonéw*!, mozemy, dla uproszczenia obliczen, przypisa¢ caltym tonom
stopien dysonansowo$ci 1, a ostrzejszym p6ttonom — wyzszy stopient
dysonansowosci 2. Matym odlegtosciom (1,008-1,010, tzn. ponizej
1/12 tonu), ktére pojawiajg sie w interwatach temperowanych, przy-
pisujemy jedynie stopiefi dysonansowosci 0,542, Nastepnie mogliby-

41 Pewnie wynika to stad, ze rozwazane interwaly sg w mniejszym lub wigkszym
stopniu wielokrotnosciami péttonu. Gdybysmy rozwazali kroki interwatowe np. co
1/10 tonu, wéwczas rozklad dysonanséw pomiedzy skladowymi w sposéb bardziej
ciagly przechodzitby od péltonéw do calych tondw i trudniej byloby ustali¢ jakas
niearbitralng granice miedzy tymi grupami.

42 Dodatkowo interwatom bliskim tamtym, pojawiajacym sig w tercji wielkiej pitago-
rejskiej oraz trytonie naturalnym (1,012 tzn. ok. 1/10 tonu) nie przypisujemy pelne;j
dysonansowoé$ci poéttonu (tzn. 2), a jedynie — calego tonu (1). Zostato to uwidocz-
nione w powyzszej tabeli przez kolor szary zamiast pomaraficzowego.
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$my zsumowac te liczby dla kazdego interwatu i uzyskac jego prosty
indeks dysonansowosci. Przyktadowo:

dla tercji malej wynosilbyon: 1 +2+2+2 =7
dlakwarty: 1 +2+1+2=6

Dla kwinty i seksty wielkiej — réwniez 6. Takie postepowanie nie
uwzglednia jednak w ogéle pozycji dysonansu w szeregu sktadowych:
tak samo wycenia jego wystapienie np. na drugiej jak i na 6smej skta-
dowej. W konsekwencji nie rozr6znia pomiedzy kwinta, kwartg a sek-
stg wielka. Aby uwzgledni¢ réwniez ten czynnik mozna przypisac
wystgpieniom dysonanséw na kolejnych sktadowych odpowiednig
wage, np. 1, 1/2, 1/3, 1/4, 1/5 itd., poniewaz typowo sita kolejnych
sktadowych jest coraz mniejsza. Tzn. przy sumowaniu stopni dyso-
nansowos$ci bedziemy je najpierw mnozy¢ przez odpowiedni czyn-
nik: 1/3 jesli dysonans wystepuje na 3 skladowej, 1/6 — jesli wystepuje
na széstej itd. W ten spos6b wystgpienie takiego samego dysonansu
(powiedzmy péltonu) na trzeciej sktadowej (1/3 X 2 = 2/3) znacznie
silniej wptynie na zsumowany indeks dysonansowosci niz jego wysta-
pienie na széstej skladowej (1/6 X 2 = 1/3). Uzyskany w ten spos6b
indeks dysonansowoéci nazwiemy wazonym.

Naturalnie przyjecie akurat takich mnoznikéw jest decyzja nieobo-
jetna, bo niejako przypisuje hipotetycznemu instrumentowi pewng
barwe. Jednak kazda préba rozréznienia pomiedzy wystgpowaniem
dysonansu na réznych sktadowych wigzataby sie z pewna decyzja
w tym wzgledzie. Mozemy powiedzie¢, ze po prostu testujemy teo-
retycznie wiarygodno$¢ przedstawianej koncepcji konsonansu do-
konujac takiego akurat wyboru, ktéry moze by¢ potraktowany jako
pierwsze przybliZzenie tego, co typowe. Jednocze$nie mozna mie¢ na-
dzieje, ze niewielkie zmiany wybranych mnoznikéw mialyby niewiel-
ki wplyw na relatywna dysonansowos$¢ interwaléw i w konsekwencji
nie wplynetyby na ich hierarchie. Obliczenia wykonane wedlug po-
wyzszych zalozen daja nastepujacg hierarchig interwatéw ustalong na
podstawie indeksu wazonego dla 8 sktadowych. Gwiazdki w ostatniej
kolumnie oznaczaja interwaty, ktérych pozycja wedtug indeksu wazo-
nego dla 6 skladowych bylaby nizsza.
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Indeks Indeks
dysonansowosci | dysonansowos$ci
Interwat dla 8 sktadowych | dla 6 skladowych
Wazony | Prosty | Wazony | Prosty
Oktawa 0,1430 |1 0,0000 |0
Kwinta 0,9860 |6 0,4500 |2
Kwinta temperowana 0,9860 |6 0,4500 |2
Seksta wielka 1,0357 |6 0,4997 |2
Seksta wielka temperowana 1,1357 |6,5 0,5997 (2,5
Kwarta 1,1857 |6 0,8997 |4 *
Kwarta temperowana 1,1857 |6 0,8997 |4 *
Tercja mata 1,1860 |7 0,6500 |3
Tercja mala temperowa 1,2693 |7,5 0,7333 |3,5
Tercja wielka 1,3693 |8 0,8333 |4
Tercja wielka temperowana 1,4693 (8,5 0,9333 [4,5
Seksta mata 1,5423 |7 1,3993 |6 *
Tercja wielka pitagorejska 1,5693 |9 1,0333 |5
Seksta mata temperowana 1,6048 |7,5 1,3993 |6 *
Septyma mata mniejsza 1,7277 |8 1,3167 |5
Septyma mala temperowana 1,7277 |8 1,3167 |5
Septyma mata wigksza 1,7277 |8 1,3167 |5
Tryton maty 1,9493 |9 1,6993 |7
Tryton temperowany 2,0208 (9,5 1,6993 |7
Tryton naturalny 2,0923 |10 1,6993 |7
Septyma wielka 2,5693 |11 2,0333 |7
Septyma wielka temperowana |2,5693 |11 2,0333 |7
Caly ton 3,1523 |11 2,6163 |7
Caly ton temperowany 3,1523 |11 2,6163 |7
Pélton naturalny 5,4353 |16 4,8993 |12
Pélton temperowany 5,4353 |16 4,8993 |12
TaBELA 3.

HIERARCHIA KONSONANSOWOSCI/DYSONANSOWOSCI INTERWAEOW

WEDLUG INDEKSU WAZONEGO DLA 8 SKEADOWYCH
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Jak widaé¢ interwaly temperowane znajdujg sie w bezposrednim
sasiedztwie interwaléw czystych, co oznacza, ze wybér jednej lub
drugiej wersji nie wplywa na pozycje interwalu w hierarchii. Moze-
my wiec, dla uzyskania wiekszej przejrzystosci, ograniczy¢ sie do in-
terwaléw czystych:

Interwat Indeks dysonansowosci Indeks dysonansowosci
dla 8 sktadowych dla 6 sktadowych
Wazony Prosty Wazony Prosty

Oktawa 0,1430 1 0,0000 0

Kwinta 0,9860 6 0,4500 2

Seksta wielka 1,0357 6 0,4997 2

Kwarta 1,1857 6 0,8997 4 *
Tercja mata 1,1860 7 0,6500 3

Tercja wielka 1,3693 8 0,8333 4

Seksta mala 1,5423 7 1,3993 6 *
Septyma mata 1,7277 8 1,3167 5

Tryton maty 1,9493 9 1,6993 7

Tryton naturalny 2,0923 10 1,6993 7

Septyma wielka 2,5693 11 2,0333 7

Caly ton 3,1523 11 2,6163 7

Pétton 5,4353 16 4,8993 12

TABELA 4.

HIERARCHIA KONSONANSOWOSCI/DYSONANSOWOSCI INTERWALOW CZYSTYCH

Hierarchia ta, uzyskana przy mocno upraszczajgcych zatozeniach,
prezentuje sie zaskakujaco dobrze. Jedyne tatwo widoczne punkty roz-
bieznosci ze $rednig typowych ujeé to wysokie pozycje seksty wielkiej
oraz tercji matej: przed tercjg wielkq i praktycznie na réwni z kwarta.
Jak sig jednak okaze, pozycje te w zadnym razie nie sa przypadkowe,
a w pewnym sensie jak najbardziej poprawne.

Co wiecej, nawet warto$¢ indeksu prostego (kolumna 3) w zasadzie
zgadza z hierarchig ustalong wedlug indeksu wazonego. Jedyna roz-
bieznos¢ polega na zamianie pozycji tercji wielkiej i seksty matej, co
latwo zrozumieé: wszystkie dysonanse wystepujgce w tej pierwszej
pojawiaja sie na p6zniejszych sktadowych niz w przypadku seksty
malej, czego indeks uproszczony w ogéle nie uwzglednia i dopiero
indeks wazony wykazuje wynikajaca stad wyzszos¢ tercji wielkie;j.
(Naturalnie sam w sobie indeks prosty jest niewystarczajacy, skoro nie
rozréznia np. pomiedzy kwinta, kwartg i sekstg wielkg czy pomiedzy
tercjg wielka a septyma mala.)
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Wida¢ takze, ze hierarchia powyzsza w zasadzie rozwigzuje trud-
no$¢ zwiazang z wczeéniejsza tabela 1, opartg na réznicach czestotli-
wosci. Pojawila sie tam sugestia, ze tercja mata, tryton, seksta mata
i septyma mata sg interwatami poréwnywalnymi co do ich konsonan-
sowosci/ dysonansowosci, z czym naturalnie trudno byto sie zgodzié.
Hierarchia oparta na stosunkach czestotliwos$ci wykazuje wyrazne
r6znice pomiedzy nimi. Zreszta aby dostrzec przewagg tercji matej
nad pozostalymi trzema interwaltami nie trzeba sie nawet uciekac
do obliczen — wystarczy spojrze¢ na tabele 2 i rozktad dysonanséw
w kazdym z wymienionych interwatow.

Jak mozna sie spodziewacd, podobnych obliczen — opartych na
dodawaniu warto$ci dysonanséw pomiedzy skladowymi — dokonali
takze Plomp i Levelt. Wynik przedstawili za pomoca nastgpujacego
wykresu:*3
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Przedstawia on zmienno$¢ poziomu konsonansowosci dla inter-
watu przebiegajacego w sposéb ciagly wszystkie wielkosci: od uniso-
nu (250-250 Hz) do oktawy (250-500 Hz). Pionowe linie oznaczajg
interwaly réwnomiernie temperowane. Jak wida¢ wykres uwidacznia
ich praktyczng identycznos¢é w wypadku kwinty i kwarty i niewielkg
rozbiezno$¢ dla tercji i seksty. Z wykresu tego mozna wyczytaé naste-
pujaca hierarchie interwatow:

43 R.Plomp, W. J. M. Levelt, op. cit., s. 556.
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Oktawa, kwinta, seksta wielka, kwarta, septyma mala (sic!), tercja
mala, tercja wielka, seksta mata — tryton (praktycznie nierozréznial-
ne), septyma wielka, caty ton, péiton.

Pozycja septymy malej jest naturalnie nie do zaakceptowania.
Jak wygladaly obliczenia autor6w prowadzace do takich rezultatow?
Przede wszystkim uwzglednili oni tylko 6 sktadowych. To jednak nie
wydaje sie ttumaczy¢ szczegblnej pozycji septymy matej. W powyzszej
tabeli 3 zostaly przedstawione, w czwartej i pigtej kolumnie, rezultaty
obliczen dla szesciu sktadowych. W uproszczonej tabeli 4, obejmuja-
cej tylko interwaly czyste, wida¢, ze w stosunku do wyliczen opartych
na o$miu sktadowych kolejnos¢ musialaby zosta¢ zamieniona tylko
w dwéch przypadkach: kwarta musiataby zosta¢ zdegradowana poni-
zej obu tercji, a seksta mata — ponizej septymy matej. To zrozumiale,
bo zaréwno kwarta jak i seksta mata majg unison na 6smej sktadowej,
wiec zyskuja na jej uwzglednieniu, a tracg na jej pominieciu. U Plom-
pa i Levelta kwarta ciagle jednak jest przed tercjami, przed ktérymi
jest, zaskakujgco, takze septyma mata. Dalsza réznica w metodologii
obliczen autoréw polegata na tym, Ze nie opierali sig na szacunkowej
ocenie ostro$ci wsp6tbrzmien miedzy sktadowymi (1 — dla catych to-
néw, 2 — dla péttonéw), ale doktadnie wyznaczali ich dysonansowos$é
wedlug odpowiedniej skali. Ich wyliczenia byly wiec pod tym wzgle-
dem bardziej precyzyjne. Natomiast najwyraZniej nie stosowali zad-
nego algorytmu uwzgledniajgcego pozycje poszczegélnych dysonan-
sow w szeregu skladowych. Innymi stowy wyliczali to, co powyzej
nazwali$émy indeksem prostym. Ale jak wida¢ w powyzszej tabeli 4,
dla szesciu sktadowych indeks ten daje w zasadzie identyczne rezul-
taty jak indeks wazony** i nadal odmienne niz Plompa i Levelta®®.
Poniewaz autorzy nie zaprezentowali swoich obliczen, trudno ustalié,
co zadecydowalo o takich wlasnie wynikach. Warto natomiast zwr6-
ci¢ uwage na jeszcze jedng ich ceche: ot6z wykres pokazuje ogromne
oddalenie w stopniu dysonansowoéci pomiedzy catym tonem a pétto-
nem. To samo zresztg wynika z wyliczen przedstawionych w tabeli 3,
podczas gdy zwykle sadzi sie, ze np. pétton c¢'—cis! i caty ton ¢'—d' sg
poréwnywalne pod wzgledem ostrosci (a wykres Plompa i Levelta od-
nosi sig wlasnie do interwaléw z nizszym dzwiekiem 250 Hz, a wiec
pomiedzy h i ¢') lub r6znia sie co najwyzej nieznacznie. Na pierwszy
rzut oka wydaje sie stanowi¢ to znacznie mniejszy problem niz nie-

44 Wartosci indeksu prostego dla 6 skladowych w piatej kolumnie nie zgadzaja sig
z kolejnoscig uszeregowania interwaléw. Ale nie jest to rozbieznos¢ z indeksem wa-
zonym dla 6 sktadowych, a z indeksem dla 8 sktadowych. Gdyby interwaly uszere-
gowac¢ zgodnie z indeksem wazonym dla 6 sktadowych, wéwczas réwniez warto$ci
indeksu prostego beda sie zgadzac z taka kolejnoscia.

45 Przy okazji warto zauwazyc¢, ze ich hierarchia niemal pokrywa sig z pierwszg, naj-
bardziej przyblizona, ktéra byla rozwazana powyzej i odrzucona. Réznica polega
w zasadzie jedynie na nienaturalnie wysokiej pozycji calego tonu, ktéra nie wyste-
puje u Plompa i Levelta.
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naturalnie wysoka pozycja septymy matej. A jednak ta rozbieznosé
wskazuje na pewne istotne ograniczenie catego dotychczas przedsta-
wionego szacunku stopnia dysonansowosci.

XI. Dysonujace kwinty — zgodne cale tony

W og6lnosci nalezy przypomnieé, ze inaczej niz wczesniejsza ta-
bela 1, skonstruowana dla dzwieku wyjsciowego 300 Hz (co najwyzej
z nadzieja, ze dla innych dzwiekéw wyniki moga by¢ podobne*9), ta-
bela 2 odnosi sig do interwal6w polozonych na dowolnej wysokosci
i pokazuje odleglosci interwatowe pomiedzy sktadowymi, tzn. pro-
porcje czestotliwosci, ktére sg zawsze identyczne we wszystkich re-
jestrach — wynika to z samych obliczeni arytmetycznych. Gdyby wiec
nasze postrzeganie ostrosci interwaléw pomiedzy tonami prostymi
bylo zalezne wylgcznie od ich wielkosci (i niezalezne od rejestru),
oznaczaloby to, ze i percepcja konsonanséw i dysonanséw pomiedzy
dzwiekami zloZzonymi bylaby taka sama we wszystkich rejestrach. By-
laby to oczywiscie ogromna zaleta takiego modelu: jedna tabela sto-
sowalaby sie do wszystkich interwaléw na wszelkich wysokosciach,
w przeciwienstwie do wcze$niejszej wersji odwotujacej sie do réznic
czestotliwosci, gdzie w zasadzie dla kazdej wysokosci trzeba by kon-
struowac osobng tabelg i przeprowadza¢ nowe obliczenia. Jednocze-
$nie przypuszczenie, ze konsonanse i dysonanse sg zawsze w zasadzie
takie same, moze nie budzi¢ na pierwszy rzut oka watpliwosci. Wszak
gdy mowimy, ze kwinta jest konsonansem, a caly ton dysonansem,
to milczaco zakladamy, zZe jest to niezalezne od rejestru. Co wiecej,
jesteémy moze nawet sktonni sadzi¢, ze kwinta jest zawsze tak samo
zgodnym konsonansem, a caly ton — tak samo ostrym dysonansem.
Wyjasnienie pitagorejskie z pewno$cig przyczynia sie do umocnienia
takiego domniemania. Wszak jesli konsonansowo$¢ kwinty wynika
z prostej proporgcji 3 : 2, to nie ulega watpliwosci, ze proporcja ta jest
taka sama dla kazdej kwinty, w kazdym rejestrze.

A jednak muzykom dobrze wiadomo, ze konsonanse i dysonan-
se nie wszedzie sg takie same i kazdy laik wyposazony w poprawnie
nastrojong klawiature moze sig o tym tatwo przekonaé. Tercja ¢! — e!
i kwarta ¢! — f' brzmig catkiem dobrze w oktawie razkreslnej, pogar-
szaja sie w oktawie matlej, a w oktawie wielkiej tercja ta brzmi wrecz
jak dysonans. Nawet kwinta C — G jest w oktawie wielkiej wyraZnie
gorszym wspoltbrzmieniem. To zjawisko pogarszania sig konsonanso-
wosci byto od dawna znane i powodowato unikanie mniej doskona-
lych interwal6w w nizszych rejestrach: ograniczano sig tam do oktaw
i co najwyzej kwint. Nieco rzadziej wspomina sie o analogicznym zja-
wisku w odniesieniu do wyzszego rejestru: tutaj z kolei jakos¢ niekt6-

46 Jak pamietamy nadzieja ta okazala sig uzasadniona co najwyzej dla pobliskich cze-
stotliwosci, a calkiem bledna — dla znaczaco oddalonych.
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rych wspélbrzmien wyraznie sie poprawia. W szczegdlnosci caty ton
c'—d!, ktoéry jest niemal tak ostry jak pétton c'—cis?, dwie, a zwlaszcza
trzy oktawy wyzej zdecydowanie traci na ostroéci i staje sie znacznie
mniej dysonujacy niz sasiadujacy p6tton. To samo mozna powiedzieé
o tercji matej: c¢’-es! brzmi wyraznie gorzej niz tercja wielka ¢'—e’.
Oktawe wyzej ich zgodnos$¢ praktycznie sie wyréwnuje, a kolejne
dwie oktawy wyzej tercja mala staje sig wrecz lepszym konsonansem.
Nie tylko wiec stopien konsonansowos$ci zmienia sig¢ wraz z rejestrem,
ale co wiecej dzieje sig to nieréwnomiernie dla r6znych interwatéw —
tercja mata najwyraZniej poprawia sie szybciej niz wielka — co w efek-
cie prowadzi do odwré6cenia hierarchii.

Okazuje sie, ze przedstawiona teoria konsonansu moze wyjasnic¢
te zjawiska — cho¢ wydaje sie, ze sami Plomp i Levelt nie wyciagneli
w pelni wlasciwych wnioskéw z przeprowadzonych badan. Okreslili
oni — jak wspomniano powyzej — miejsce zaniku ostroéci wspétbrz-
mienia tonéw prostych jako szeroko$¢ pasma krytycznego (critical
bandwidth), a miejsce maksimum ostro$ci — jako jedng czwartg tej sze-
rokosci. Za$ szeroko$¢ ta miata by¢ — to kluczowy punkt — nieznacznie
mniejsza niz tercja mata. Wtasnie przy takim zaloZeniu robione byly
wyliczenia stopnia konsonansowosci interwatéw pomiedzy dzwieka-
mi ztozonymi uwidocznione w tabelach 3 i 4.

Jednak takie okreélenie szeroko$ci pasma krytycznego — jako nieco
mniej niz tercja mala — stosuje sig bez zastrzezen jedynie do czesto-
tliwosci wiekszych niz 1000 Hz. W literaturze przedmiotu najczesciej
pojawia sie stwierdzenie, ze poczawszy od czestotliwosci ok. 500 Hz
w dot ta szeroko$¢ zaczyna sig szybko zwigkszac*’. Jednak z wykre-
s6w zamieszczonych u Roederera*® oraz Plompa i Levelta’” mozna
odczytaé, ze zmiana rozpoczyna sie w istocie okolo 1000 Hz: juz wte-
dy szeroko$¢ pasma krytycznego zaczyna znaczaco przyblizac sig do
tercji matej. Na wysokosci 500 Hz jest blizsza tercji wielkiej, a na wy-
sokosci 250 Hz — kwinty.

Oznaczaloby to, ze dopiero dla takiego interwalu zanikataby
ostro$¢ wspotbrzmienia pomiedzy tonami prostymi. Z tego jednak
wynikaloby, Ze np. tercja wielka 200-250 Hz (tzn. w przyblizeniu
as — ¢') powinna by¢ juz stosunkowo ostrym dysonansem (dysonans
wystgpowalby tutaj pomigdzy pierwszymi sktadowymi obu, bylby
wiec dominujacy). Wiadomo, ze tak nie jest. Okazuje sie, ze faktycz-
ne badania empiryczne Plompa i Levelta dla interwaléw o $redniej
czegstotliwosci 250 Hz®Y wskazuja, iz ostro$é wspotbrzmienia miedzy

47 Por. np. R. Plomp, W. J. M. Levelt, op. cit., s. 556.
48 Juan G. Roederer, op.cit., s. 40.
49 R.Plomp, W. ]J. M. Levelt, op. cit., s. 555.

50 Ibidem, wykres na s. 553. Interwaly o $redniej czestotliwosci 250 Hz to np. interwa-
ly 249-251 Hz, 245-255 Hz, 230-270 Hz itd. Okre$lenie to wyznacza wiec rejestr,
w jakim znajduje sig interwal, ale nie jego wielko$¢.
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tonami prostymi zanika juz wlasnie w okolicach tercji wielkiej, a wigc
znacznie ponizej szeroko$ci pasma krytycznego, ktéra miataby tutaj
wynosi¢ niemal kwinte. Nie ulega jednak watpliwosci, ze granica za-
niku dysonansu zwieksza sig wyraZnie wraz z obnizaniem sieg rejestru.
Na wysokosci 500 Hz przekracza wyraZnie tercje malg, na wysokosci
250 Hz siega tercji wielkiej. Oznacza to, ze tercja mala jednoznacznie
wkracza tutaj w zakres umiarkowanej ostroéci wspétbrzmienia.

Podobnie rozszerza sig zakres maksymalnej ostroéci wspétbrzmie-
nia. Podczas gdy w okolicach czestotliwosci 1000 Hz rozciaga sie on
pomiedzy 1,015 a 1,083°1, czyli doktadnie w poblizu péttonu (1,06),
w okolicach czgstotliwosci 500 Hz i 250 Hz? siega raczej od poéttonu
do calego tonu. Na tych wysoko$ciach nie ma zatem powodu, aby caly
ton uznawac za stabiej dysonujacy niz pétton.

Jakie wynikaja stad wnioski dla oceny konsonansowosci i dyso-
nansowo$ci interwaléw pomiedzy dZzwiekami naturalnymi? Okazuje
sie, ze wczeéniejsze wyliczenia stosujg sie bez ograniczen tylko po-
wyzej 1000 Hz. To dzwiek pomiedzy h? i ¢?, a wiec ustalona powyzej
hierarchia interwatéw (tabela 3 i 4) obowigzuje dopiero poczawszy od
oktawy trzykreslnej wzwyz. Jednak wlasnie ponizej tej wysokosci roz-
poczyna sie rejestr najbardziej muzycznie istotny: typowy zakres so-
pranéw, altéw, tenoréw i wreszcie baséw®3. Ale w tym zakresie, wraz
z obnizaniem sig rejestru, stopniowo zwieksza sig zaréwno granica
zaniku dysonansu (powyzej tercji malej) jak i maksymalnej ostroéci
(powyzej p6ttonu) pomiedzy tonami prostymi, co naturalnie wptywa
na konsonansowo$é¢/dysonansowo$¢ interwatéw pomiedzy dzwigka-
mi naturalnymi. Okazuje sie wiec, ze stalo$¢ konsonansowosci i dy-
sonansowos$ci rozpoczyna sie tam (powyzej 1000 Hz), gdzie niemal
koficzy sig najistotniejszy rejestr muzyczny. A w ramach tego ostat-
niego dysonansowo$¢ interwatéw zwieksza sie wraz z obnizaniem sig
wysokosci.

Mozemy teraz ustalong wczeéniej hierarchig (tabela 3 i 4) wzigé
za punkt wyjscia i rozwazy¢, co bedzie sig dzialo wraz z obnizaniem
rejestru ponizej 1000 Hz. Poniewaz granica zaniku dysonansu naj-
pierw przekroczy tercje mala, wiec w pierwszym rzedzie ucierpia te
interwaly, w ktérych odlegtos¢ taka wystepuje pomiedzy sktadowymi.
To oczywiscie przede wszystkim sama tercja mata, z takim wlasnie
interwatem na pierwszej, drugiej i trzeciej skladowej. Z tego powodu
spadnie ona ponizej tercji wielkiej, a takze ponizej kwarty, jezeli byta
powyzej niej w hierarchii wyliczonej na podstawie tylko pierwszych
szeéciu sktadowych. W kwarcie bowiem tercja mata nie wystepuje po-

1 Ibidem, wykres na s. 554.
Ibidem, wykresy na s. 553.

[ B4 B |
[\V]

3 Typowo okre$la sie zakres sopranéw chéralnych jako ¢! — a?. Jedynie sopran solowy
siega do poczatkéw oktawy trzykreslnej. Natomiast basy siegaja w dét do nizszych
partii oktawy wielkiej.
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miedzy sktadowymi. W drugiej kolejnosci pogorszy sie seksta wielka,
w ktorej tercja mata wystepuje na drugiej i czwartej sktadowej — takze
wiec i seksta wielka w ktérym$ momencie okaze sig gorszym konso-
nansem niz kwarta, a by¢ moze takze niz tercja wielka, w ktérej tercja
mala wystepuje dopiero na trzeciej skladowe;j.

Z drugiej strony istotne bedzie zwiekszenie ostrosci calego tonu
pomiedzy tonami prostymi i jego zréwnanie w tym wzgledzie z p6i-
tonem, co w tabeli 2 mozna by zilustrowa¢ zmiang w odpowiednich
miejscach koloru szarego na pomaranczowy. W pierwszym rzedzie
wplynie to naturalnie na sam interwat catego tonu, cho¢ trzeba zwré-
ci¢ uwage, ze nie od razu na wszystkich jego pierwszych pieciu skla-
dowych powinien pojawi¢ sie kolor pomaranczowy. Jesli rozwazymy
np. wysoko$é 500 Hz, wéwczas pierwsze sktadowe catego tonu moga
by¢ uznane za podobnie dysonujace jak pétton. Ale drugie sktadowe
znajdujg sie w okolicach wysokoséci 1000 Hz, a tam catly ton jest jesz-
cze znacznie mniej ostry niz pétton.

Kolejnym interwatem, ktérego ostros¢ sie zwigkszy, bedzie sep-
tyma mata, w ktérej caty ton wystepuje na drugiej, czwartej, szdstej
i 6smej sktadowej. Jesli w hierarchii wyliczonej na podstawie tylko
pierwszych 6 sktadowych byla ona nieco powyzej seksty malej, teraz
spadnie ponizej niej, bowiem w seks$cie matej caly ton, ktéry mogltby
ulec pogorszeniu, wystepuje dopiero na siédmej sktadowej. Ostrosé
septymy matej bedzie stopniowo zbliza¢ sig¢ do septymy wielkiej
i przewyzszy ostro$é trytonu, w ktérym caty ton wystepuje jedynie na
piatej sktadowej. Dodatkowo zwiekszenie ostrosci calego tonu moze
wplyna¢ na relatywne pogorszenie seksty wielkiej (caly ton na trzeciej
sktadowej) w stosunku do tercji wielkiej, w ktérej caly ton nie wyste-
puje. Podsumowujac, zmiany bedg wygladaty tak:

1. spadek tercji malej i seksty wielkiej ponizej kwarty i tercji
wielkiej;

2. spadek septymy matlej ponizej trytonu;

3. zblizenie sig calego tonu do péttonu.

Okazuje sie zatem, ze gdy z wysokosci 1000 Hz zstgpimy do naj-
bardziej typowego rejestru oktawy razkreslnej, hierarchia interwatéw
wyznaczona przez rozwazany model teoretyczny przyjmie nastepu-
jaca postac:

Oktawa, Kwinta, Kwarta, Tercja wielka, Seksta wielka, Tercja mata,
Seksta mata, Tryton, Septyma mata, Septyma wielka, Caty ton, Pétton

przy czym ostro$¢ catego tonu bedzie por6wnywalna z péttonem. Ca-
Tos¢ wlasciwie idealnie pokrywa sig ze standardowym postrzeganiem
relatywnej konsonansowosci odpowiednich interwaléw. Jednoczesénie
model ten wyjasnia, dlaczego tercja mata wyprzedza wielka w wyz-
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szych rejestrach i dlaczego caly ton staje sig tam znacznie tagodniej-
szy niz pétton. Okazuje sie wigc, ze nieco osobliwa hierarchia przed-
stawiona w tabelach 3 i 4 jest w pelni poprawna — tyle, Ze odnosi sie
do czestotliwosci powyzej 1000 Hz, tzn. do oktawy trzykreslnej i wyz-
szych. A typowe hierarchie konsonans6w konstruowane empirycz-
nie, takie jak powyzsza, opieraly sie naturalnie na dzwigkach z okolic
oktawy razkreslne;j.

Wykres zaoferowany przez Plompa i Levelta réwniez odnosit sig do
oktawy razkreslnej: dolny dzwiek wszystkich interwatéw to 250 Hz,
czyli wysokos§¢ pomiedzy h a c¢!. Dlaczego zatem tercja mala ciagle
jest tam lepsza niz wielka, seksta wielka lepsza niz kwarta, a caly ton
duzo lepszy niz pétton? Wydaje sie, ze pewnie z powodu prostego
dodawania miary dysonansowos$ci pomiedzy poszczegdélnymi skta-
dowymi (indeks prosty), bez uwzgledniania pozycji poszczegdlnych
dysonanséw w szeregu sktadowych. Przyktadowo gdy rozwazamy in-
terwal calego tonu 250-281,25 Hz, caly ton pomiedzy jego pierwszy-
mi i drugimi skladowymi (tzn. 250-281,25 Hz i 500 — 562,5 Hz) jest
podobnie ostry jak pétton. Ale juz na kolejnych sktadowych (w oko-
licach 750 Hz, 1000 Hz, 1250 Hz) jest znaczaco mniej ostry. Tak wigc
prosta suma dysonansowos$ci pomiedzy sktadowymi dla péttonu (por.
tabela 2) bedzie ciggle wyraznie wieksza niz dla catego tonu, zwlasz-
cza jesli wezmie sig pod uwage tylko 6 pierwszych sktadowych. Jest
jednak jasne, ze w takiej sytuacji ostro§¢ wspo6tbrzmienia pomiedzy
najsilniejszymi pierwszymi skladowymi okaze sie dominujaca i caly
ton bedzie co najwyzej nieznacznie mniej dysonujacy niz pétton, co
poprawnie pokazalby wazony indeks dysonansowo$ci.

Z kolei dla tercji matej (250-300 Hz) taki wlaénie interwat pomie-
dzy pierwszymi i drugimi sktadowymi wykazuje juz pewng, cho¢
na tej wysokosci jeszcze niewielkg, ostrosé, ktérej tercja wielka jest
tutaj pozbawiona. Przy prostym dodawaniu najwyraZniej ostrzejsze
wsp6tbrzmienia tercji wielkiej na czwartej i szdstej sktadowej ciagle
jeszcze rachunkowo przewazajg i wykres Plompa i Levelta przedsta-
wia jg jako interwal nadal gorszy niz tercja mata. W rzeczywistosci
jednak decydujgcy wplyw na jako$¢ wspétbrzmienia majg pierwsze,
silniejsze sktadowe, a tam tercja mata jest na tej wysokosci znaczaco
gorsza — indeks wazony pokazalby wiec wlasciwie jej rzeczywista po-
zycje w hierarchii. Podobne rozwazania pozwolilyby pewnie wyjasnic¢
inne osobliwos$ci hierarchii wynikajacej z wykresu Plompa i Levelta:
pozycje seksty wielkiej przed kwarta, nienaturalnie wysoka pozycje
septymy matej, oraz zréwnanie seksty matej z trytonem.
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XII. Harmonia tkwi w uchu ludzkim™

Jak zatem nalezy podsumowaé powyzsze rozwazania? Zrédlowe
zjawisko dysonansu miedzy tonami prostymi bierze sie z wytwarza-
nych przez nie szybkich dudnien, ktére w pewnym zakresie postrze-
gamy jako ostro§¢ wspétbrzmienia. Pojawia sie ona — najpierw bardzo
stabo — powyzej kilku dudnien na sekunde, osigga maksimum — w za-
leznosci od rejestru — pomiedzy 3/8 tonu a calym tonem, a nastepnie
zanika pomiedzy tercja malg a wielkg (lub jeszcze wigkszym inter-
watem w niskich rejestrach). Powyzej tej granicy wspélbrzmienie to-
néw prostych jest juz konsonansem. Gdyby natura wytwarzata przede
wszystkim tony proste, wéwczas konsonans bytby powszechny, a dy-
sonans ograniczony tylko do waskich interwaléw o szerokosci nie-
przekraczajacej tercji matej lub wielkiej. Jednak dzwieki naturalne sg
zlozone ze sktadowych, ktére eksportujg dysonujgca bliskosé do wyz-
szych rejestréw, a przez to — do szerokich interwaléw, ktére bylyby
konsonansami, gdyby sktadaty sie z tonéw prostych. W ogélnosci, gdy
wybierzemy przygodny interwatl (nie ograniczajac sig do stopni jakiej-
kolwiek skali) jest wysoce prawdopodobne, ze sktadowe tworzacych
go dzwiekéw — ktére wszak nastepujg w coraz mniejszych odstgpach
interwatowych (druga oktawe wyzej nad pierwszg, trzecia o kwinte
wyzej nad drugg, czwarta znowu o kwarte wyzej, piata — o tercje itd.)
— wielokrotnie zblizg sig do siebie na krytyczng odleglosé, produkujac
dysonans. Jedynie w wyjatkowych przypadkach, gdy stosunek czesto-
tliwosci wyraza sie prosta proporcjg (lub jest takiej proporcji bardzo
bliski), relacja pomiedzy niektérymi sktadowymi z krytycznej blisko-
$ci zamienia sie w tozsamo$¢ (lub niemal tozsamo$c), ktéra rozbra-
ja dysonansowo$¢ i przemienia jg w catkowita zgodnosé (lub prawie
zgodnos¢). W ten sposéb ilosé¢ potencjalnie niezgodnych sktadowych
znaczgaco sie zmniejsza, co redukuje poziom dysonansowosci catosci
wspb6lbrzmienia i czyni z niego relatywny konsonans. W ogé6lnosci
zatem - je$li nie ograniczamy sie do stopni jakiej$ skali — dysonans
jest norma, a konsonans szczeéliwym wyjatkiem®°. To wtasnie miat na
my$li Helmholtz stwierdzajac w przytoczonym powyzej cytacie:

54 Por. przypis 12 powyze;j.

55 Rozwazmy dla przyktadu kwarte i kwinte o wspélnym dzwieku dolnym (np. c—f
i c-g). Wowczas odleglos¢ pomiedzy dzwigkami gérnymi wynosi caly ton. Jak wyni-
ka z przypiséw 14 i 34 kwinte mozemy rozstroi¢ o jedng czwartg komatu Didymosa,
tzn. o 1/36 caltego tonu, bez wyraznego zaburzania jej konsonansowosci. Zat6zmy,
ze byltaby to nawet 1/20 caltego tonu. I ze przy rozstrojeniu o 1/10 calego tonu otrzy-
mamy juz dysonans. Jesli to samo zalozymy o kwarcie, wéwczas dla interwatéw
c—x, gdzie x jest pewnym dZwiekiem z przedzialu pomiedzy f1i g, uzyskamy (jesz-
cze) konsonans na przestrzeni 2/10 catego tonu (1/10 powyzej kwarty [f] i 1/10 po-
nizej kwinty [g] ), natomiast na pozostalej przestrzeni 8/10 catego tonu - otrzymamy
dysonanse. Bedg one wiec zajmowaly 4 razy wiekszg czes¢ przedzialu pomiedzy
f1ig niz konsonanse.
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Gdy wsp6lbrzmia dwa dzwieki muzyczne, zazwyczaj powstajg zaburzenia
ich wspétbrzmienia (...). Nazywamy to dysonansem.

Ale istnieja pewne proporcje pomiedzy czestotliwo$ciami, przy ktérych wy-
stepujg wyijatki od tej reguly (...) te wyjatki nazywamy konsonansami®S.

Wyjatki wystepuja wtasnie przy prostych proporcjach. Czy w takim
razie nie wracamy jednak do punktu wyjscia? Tzn. do stwierdzenia,
ze harmonia z nich wtasnie wynika? Przede wszystkim, jak pamie-
tamy, proste proporcje nie musza by¢ Scisle, a tym samym przestajg
by¢ proste. Moze jednak sam fakt, ze konsonanse grupuja sie, jesli
nie doktadnie w punktach prostych proporcji, to przynajmniej blisko
wokot nich, jest wystarczajgco godny uwagi i wskazuje na szczegdlng
zgodno$¢ pomiedzy harmonig a liczbg?

Ktére jednak proporcje sg proste? 6 : 515 : 4 powyzej 500 Hz sa
proste. Ale ponizej 200 Hz stajq sie — zwlaszcza 6 : 5 — juz skompli-
kowane. Ponizej 100 Hz (tzn. w dolnej czegéci oktawy wielkiej) nawet
3 : 2 (kwinta) zaczyna by¢ ,,skomplikowana”. Z drugiej strony skom-
plikowany catly ton (9 : 8) w wysokich rejestrach stopniowo zmierza
ku prostocie. Wszystko jest naturalnie zalezne od oméwionych po-
wyzej progdéw postrzegania ostrosci przez ucho. Ale przeciez pro-
gi te moglyby wygladac¢ nieco inaczej. Gdybysmy byli nietoperzami
lub z6twiami — z pewnoscig prezentowalyby sie catkiem odmien-
nie. Gdyby np. granica zaniku ostro$ci pomiedzy tonami prostymi
zawsze przewyzszala kwinte (tak zresztg jest w bardzo niskim re-
jestrze), wéwczas wszystkie wspoétbrzmienia pomiedzy dZzwigkami
naturalnymi bylyby dysonansami: interwaly nie wigksze od tryto-
nu miatyby dysonans pomiedzy pierwszymi sktadowymi, interwaly
szersze — pomiedzy druga sktadowsq nizszego, a pierwsza wyzszego
dzwieku. Jedynie oktawa brzmiataby nieco lepiej, ale i tu mieliby-
$§my dysonansowe wspélbrzmienia na wszystkich sktadowych po-
czawszy od trzeciej (por. tabela 2 powyzej): kolejno kwarte, kwin-
te, tercjge matg, znowu kwarte. Zle brzmienie oktawy byloby zreszta
skorelowane z faktem, ze wszystkie dZwieki naturalne same w sobie
brzmiatyby ostro: wszak w kazdym takim dZwieku interwal kwinty
wystepuje pomiedzy druga a trzecig skladowsq, kwarty — pomiedzy
trzecig a czwartq itd. Jedyne dostgpne uchu ludzkiemu konsonanse
wystepowalyby pomiedzy tonami prostymi odlegtymi o wigcej niz
kwinte. Ale konsonanse takie nie miatyby nic wspdlnego z prostymi
proporcjami, a jedynie z wielkos$cia interwatu — przekraczajace gra-
nice ostrosci seksta, septyma, oktawa, nona oraz wszystkie interwaty
posrednie bylyby konsonansami.

To jednak nie koniec alternatywnych mozliwosci. Mozemy wy-
obrazi¢ sobie, ze zakres styszalnych czestotliwosci mégltby by¢ znacz-
nie wezszy niz jest w istocie: ze obejmowatby jedynie septyme wielka

56 H. Helmholtz, op. cit., s. 320. Por. pelny cytat powyzej, w rozdziale VIII, s. 84.
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(powiedzmy ¢! — h')°7. Nie jest to bynajmniej catkiem absurdalne wy-
obrazenie. Wszak w odniesieniu do innego naszego zmystu, miano-
wicie wzroku, tak wlasnie jest: zakres §wiatta widzialnego obejmuje
orientacyjnie dtugoéci fali pomiedzy 390 a 700 nanometréw, czyli
mniej niz ,,oktawe” (700/390 = 1,79, co w przyblizeniu odpowia-
da septymie malej). Takie wyobrazenie w odniesieniu do styszenia
nie musialoby bynajmniej podwaza¢ mozliwosci istnienia muzyki.
Wszak wiele prostych melodii miesci sie w granicach septymy. Moze
zreszta w takiej sytuacji nasza rozdzielczo$¢ stuchu bylaby znacznie
wyzsza i powszechnie postugiwaliby$my sie skalg ¢wierétonowsg lub
jeszcze bardziej rozdrobniong, co naturalnie poszerzaloby mozliwo-
$ci tworzenia zr6znicowanej muzyki. Jednak w takiej sytuacji nie sty-
szelibysmy wyzszych skladowych zadnych dzwiekéw: wszak druga
sktadowa jest zawsze o oktawe wyzsza niz ton podstawowy. Inaczej
mowigc, wszystkie dzwieki naturalne styszelibySmy w zasadzie jak
tony proste. Tak wiec konsonans byltby znowu tylko i wylacznie kwe-
stig odleglosci pomiedzy dZwiekami — i nie miatby zadnego zwigzku
Z proporcjami.

Mozna by pewnie nakresli¢ jeszcze wiele alternatywnych mode-
li styszenia i by¢ moze okazaloby sig, ze wigkszos$¢ z nich zostata
w naturze — w $wiecie zwierzecym — zrealizowana. W wielu z nich
nie wystepowaloby w ogéle rozréznienie na konsonanse i dysonan-
se (wrazliwo$¢ na czestotliwo$é dudnien miedzy dzwiekami takze
nie jest czyms$, co koniecznie musimy zakladac¢). A tam, gdzie by sie
pojawiato, nie musiatoby sie w zaden sposéb wiazaé z proporcjami,
o czym po$wiadczajg modele przedstawionych powyzej.

Warto w tym momencie raz jeszcze powrdcié¢ do sprawy idealnego
stroju muzycznego, omawianej w rozdziale IV. W rozdziale V kwestia
ta zostala przedstawiona jako problem matematyczny: uzgodnienia
pewnej iloéci kwint z pewng iloscig oktaw, co na gruncie czysto ra-
chunkowym okazato sie niemozliwe. Moglo sie zatem wydawacé, ze
kwestia ta nie miata zwigzku z wrazliwo$cig ucha. Faktycznie, gdy
problem zostanie sformutowany jako pytanie o mozliwo$¢ uzgodnie-
nia proporgcji 2 : 1 z proporcja 3 : 2, staje sig on czysto rachunkowy.
Teraz jednak okazuje sie, ze u podstaw wyréznienia takich proporcji
i sformulowania problemu ich uzgodnienia stoja wlasnie szczegélne
cechy ludzkiego styszenia i wrazliwo$¢ ucha. Gdyby konsonans byt
kwestig odlegtosci (niezgodnosé dla matych interwaléw, zgodnosé
dla wszystkich wiekszych) a nie proporcji, problem wtasciwego stro-

57 W rzeczywistosci zakres dzZwigkow styszalnych bywa zwykle okreslany jako 20 do
20 000 Hz, tzn. obejmuje okolo 10 oktaw (20 000/20 = 1000; jednocze$nie 2'° =
1024). Z wiekiem gérna granica tego zakresu zwykle szybko opada: do 15 000 Hz
dla trzydziestolatkéw i 5 000 Hz dla sze$c¢dziesigciolatkéw. Jednak nie oznacza to,
ze sze$tdziesieciolatkowie stysza ,,cztery razy mniej” niz ludzie mlodzi: wszak spa-
dek z 20 000 Hz do 5 000 Hz to jedynie dwie oktawy. Zakres od 20 do 5 000 Hz
obejmuje ciagle jeszcze okoto 8 oktaw.
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ju — a wiec harmonii systemu muzycznego jako catosci — jawitby sie
catkiem inaczej. Tak wiec r6wniez ten problem okazuje sige u swych
podstaw uzalezniony od specyfiki ludzkiego styszenia.

Fakt, ze konsonanse rzeczywiscie majg pewien — cho¢ nie catkiem
bezposredni i oczywisty — zwigzek z prostymi proporcjami, wtadnie
z tej specyfiki wynika. Pitagorejczycy nie mogli naturalnie wiedzie¢
o takiej zaleznosci, ktérej ustalenie — w pierwszym przyblizeniu —
udato sie dopiero w XIX wieku. Dlatego natrafiajac na zwiazek po-
miedzy konsonansami a prostymi proporcjami mogli mie¢ wrazenie,
ze odkryli og6lne prawo dotyczace catosci kosmosu i uniwersalnych
praw harmonii. Jednak dzi§ wyobrazenie, ze co$ majgcego tak spe-
cyficzny zwigzek z naszym aparatem stuchowym miatoby odzwier-
ciedla¢ strukture kosmosu byloby doprawdy zadziwiajacg uzurpacja.
Harmonia — przynajmniej muzyczna — nie tkwi w liczbach. Harmonia
tkwi w uchu ludzkim.
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Abstract

Harmony does not lie in numbers.
Of the Pythagoreans, temperaments and harmonious chords

Krzysztof Guczalski

The conviction of a profound link between music and numbers or
music and mathematics has been present in the European tradition
at least since the times of the Pythagoreans. Its origins are usually so-
ught in the discovery that simple numerical proportions correspond
to the most harmonious combinations of notes. During the Middle
Ages, music — understood as an abstract science of numerical propor-
tions and their resultant harmonies — was treated alongside arithme-
tic, geometry and astronomy as one of the mathematical disciplines
that formed the so-called Quadrivium. In later times, however, that
conviction was sometimes contested, including by Eduard Hanslick.

In this article, I attempt to resolve that dilemma. Since one of the
key arguments in favour of the existence of a special link between
music and mathematics is the above-mentioned discovery made by
the Pythagoreans and the supposedly pursuant numerical grounding
of harmony in music, this article will deal primarily with a critical
analysis of the latter conviction.

To that end, I will consider the possibility of constructing an ideal
musical system in which all chords are expressed through simple nu-
merical proportions. It turns out that the existence of such a system is
impossible from a mathematical point of view. Next to be considered
is the question as to whether at least the harmoniousness of individual
chords can be explained through simple numerical proportions. That
hypothesis also proves untenable, leading one to ponder the source of
the difference between harmonious and disharmonious chords. Put
forward in answer to that question will be Helmholtz’s explanation
(and its later refinements), according to which dissonance stems from
beating.

Analysis of that explanation, illustrated with concrete examples,
and rectification of the inaccuracies that frequently appear in its re-
ception lead to the conclusion that the difference between consonan-
ces and dissonances results from specific properties of human hearing,
and not from numerical proportions.
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